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  گفتارپيش     
  

هاي مهندسي مكانيك، حاصل چندين سال تدريس درس استاتيك براي دانشجويان رشتهكتاب حاضر 
  : منظور مبناي تدريس كتاب با ارزشبراي اين. هاي مهندسي بوده استمهندسي عمران و ساير رشته

ENGINEERING MECHANICS, STATICS, R.C.HIBBELER, THIRTEENTH EDITION, 2013 
مطالب . باشد توسط آقاي محمدرضا افضلي بوده و ميSI-در دستگاهآن و ترجمه فارسي ويراست دوازدهم 

هاي حل نشده آن به صورت آموزشي و كمك درسي تهيه و تدوين شده در طول سالها تدريس و حل تمرين
  .گرفته استجزواتي در اختيار دانشجويان اين درس قرار مي

هاي فوق به صورت هايي، كه در كتاب حل تمرين نيزموزشي و كمك درسي واكنون مطالب تدوين شده آ
تواند به اند، تحت عنوان مسائل بنيادي به سبكي هماهنگ با نحوه تدريس مطالب ميحل نشده مطرح شده

مورد استفاده )  هاي فوقي به همراه كتابشيا كتاب كمك آموز و (صورت يك كتاب آموزشي مستقل 
  . پژوهان درس استاتيك قرار گيرددانشجويان و دانش

 است، فقط دو فصل مربوط به مركز هندسي سطوح و اجسام، HIBBELERبندي كتاب همانند كتاب فصل
ضمناً . اند آورده شده4ممان اينرسي سطح با تغييرات بيشتر و حجم كمتر بعد از فصل فصل مربوط به ويژه به

  .اب به كار مجازي پرداخته نشده استدر اين كت
نظران و خوانندگان هايي است كه منعكس كردن آن توسط صاحبها و كاستياين كتاب قطعاً داراي عيب

 خواهشمند است مندان از علاقهاز اين رو. هاي بعدي آن مؤثر واقع شودتواند در بهتر كردن چاپعزيز مي
اينجانب ) E-Mail(لي را به نشر طراح و يا به آدرس پست الكتروني انتقادات، پيشنهادات و اشتباهات احتما

  .منعكس نمايند
  
  
  
  محمدرضا فرامرزي  

  عضو هيأت علمي گروه مكانيك
  دانشگاه آزاد اسلامي واحد مشهد

moh.reza.faramarzi@gmail.com 
   مشهد1397اسفند 

 
 
  
 
 
 



  

 

II

 
 
  
  



  III

   مطالبفهرست     
  
  

 1  مفاهيم، قوانين، تعاريف و واحدها  1
  

 1  مفاهيم پايه  1-1
  

 1  قوانين بنيادي  1-2
  

 2  تعريف نيرو  1-3
  

 SI  2 -هاي پايه در مكانيك در سيستمواحد  1-4
  
  

 3  بردار نيرو  2
  

 3  بردار نيرو  2-1
  

 3  ويژگي بردارهاي نيرو  2-2
  

 13  )رسنيروهاي هم(كنند ايي كه به يك نقطه از جسم اثر ميتجزيه و برآيند نيروه  2-3
  

 26  بردارهاي مكان  2-4
  

 28  بردار نيرو در امتداد يك خط  2-5
  

 34  دو بردار) ضرب اسكالر(اي ضرب نقطه  2-6
  
  

 39  )رسنيروهاي هم(تعادل اجسام با مجموعه نيروهايي با نقطه اثر مشترك    3
  

 39  تعادل  3-1
  

 FBD (  40(نمودار جسم آزاد   3-2
  

 coplanar(  42(اي نيروهاي صفحه  3-3
  

 47  مجموعه نيروهاي سه بعدي  3-4
  
  

 49  گروههاي عمومي نيرو  4
  

 49   حول يك نقطهگشتاور يك نيرو  4-1
  



  IV

 50  نمايش دكارتي گشتاور يك نيرو حول يك نقطه  4-2
  

 51  نيرواي از چند گشتاور برآيند مجموعه  4-3
  

 54  اصل گشتاورها  4-4
  

 59   نيرو حول يك محورگشتاور  4-5
  

 65  گشتاور كوپل  4-6
  

 72  ساده كردن و معادلسازي نيرو و كوپل  4-7
  

 79   كوپلگشتاورساده كردن بيشتر سيستم نيرو و   4-8
  

 87  سازي بارگذاري گسترده سادهخلاصه كردن و معادل  4-9
  
  

 93  مركز نيروها و مركز ثقل  5
  

 93  مركز ثقل جرمهاي منفرد مركز نيروهاي حاصل از نيروهاي منفرد،  5-1
  

 95  اجسام با توزيع پيوسته جرم  5-2
  

 98  مركز هندسي سطوح و منحنيهاي مسطح  5-3
  

 99  اجسام و سطوح متقارن  5-4
  

 101  اجسام مركب  5-5
  

 107  )قضاياي پاپوس و گلدينوس(قاعده گلدين   5-6
  
  

 112  )گشتاورهاي ماند و گشتاورهاي انحراف سطح( سطحگشتاورهاي دوم   6
  

 112  مفاهيم و تعاريف  6-1
  

 113  انواع گشتاورهاي ماند سطح  6-2
  

 113  رابطه بين گشتاورهاي ماند سطح محوري و قطبي  6-3
  

 114  )هاي حاصلضربممان(گشتاورهاي انحراف سطح   6-4
  

 114  گشتاورهاي ماند سطح براي چند سطح ساده  6-5
  

 Steiner(  116( اشتاينر  قضيهانتقال موازي محورهاي مختصات،  6-6
  

 122  اه مختصات، دايره ماند مورگدوران دست  6-7
  



  V

 128  تعادل جسم صلب  7
  

 128  شرايط تعادل  7-1
  

 128  تعادل در دو بعد  7-2
  

 128  نمودار جسم آزاد  7-3
  

 129  گاههاتكيه  7-4
  

7-5  131  عدمعادلات تعادل در دو ب 
  

 140  عضوهاي دو نيرويي و سه نيرويي  7-6
  

 144  تعادل در سه بعد  7-7
  

 145  معادلات تعادل در سه بعد  7-8
  
 155  ايتحليل سازه  8

  

 155  خرپاهاي ساده  8-1
  

 156  هاروش مفصل  8-2
  

 161  عضوهاي با نيروي صفر  8-3
  

 166  روش مقاطع  8-4
  

 172  هاها و ماشينقاب  8-5
  
 183  بارهاي داخلي  9

  

 183  ايهاي سازهبارهاي داخلي در عضو  9-1
  

 191  ها و نمودارهاي نيروي برشي و گشتاور خمشيمعادله  9-2
  

 195  روابط بين بارگسترده، نيروي برشي و گشتاور خمشي  9-3
  

 201  اصطكاك  10
  

 201  اصطكاك خشك  10-1
  

 202  نيروي اصطكاك در شرايط مختلف  10-2
  

 203  انواع مسائل اصطكاك خشك  10-3
  



  VI

 213  هاحل تمرين  11
  
 275  مفاهيم اساسي محاسبات برداري - پيوست استاتيك  

  

 275  رداريو ب) اسكالر(كميتهاي عددي   1-پ
  

 275  رداري بجبر  2-پ
  

 279  رداري ب جبرقوانين  3-پ
  

 279  ردار بضرب داخلي يا ضرب اسكالر دو  4-پ
  

 281  ردار ب ضرب برداري دوضرب خارجي يا  5-پ
  

 284  گانه اسكالرضرب سه  6-پ
 
 286  خواص هندسي عناصر خطي و سطحي  

  

 287  مركز ثقل و ممان اينرسي جرمي اجسام فضايي همگن  
  
  



[ou>lg g..ry.jLd'.Oiif f .F*AU" I

qt" 
'o*"U.

t-l
o.u.5jli.fj[ -t*;l ,s Jo pl*>lJ.:b. d;-t :,_f+.Lr*rf Fl.c €9j9"

orlo c9.-9 ._J-ry, ,.st"tr* t+l ir".,t a5 cilrj 1l ,.glocg U- 9 +c9*'. :to*?
.(.\^it o;Gl,-,116 t-:) rU rlS-rp'(et Jt"D 6rl.rlrL;lrc uf "r-.* djil -^E-rff { :v1io ,t*t

.(c5f rr* ll rJ o.rL turb L- r .s-;+.1) r.5..,^ rqd* l, o.:l- rl,r]L :p-r4
:,u;L ..uL,r. .5r" 

"jr6 Oi ..,S,.;* ol;'[. e* J r c**, ,t _;a. rf.iE r; :g.*

p"-q.l,- '5f ,.: -h; ctq.r-l o

r"--t .5,- JJ JS,i)*f,J Jt-a,l a

F." ,.strrr. ;;lcai J;1";._,,; o
.d:-l o;t*cl .!6 .r"r.r .:r9- -t*:.. cl+l q c*; ,l .:Ll ai,p;.7 6lrlc c*l .r^*_+ :o.1!

6c|.1;1 Orfes *Y-l

sf qJ:l 4l r,: ori O'[ .J-ili ,n- oli 5- .* ".,1r 
..slrr.ry ;-t-i, Sl

.(r5.r c5F c;1i5.,. &r ! tr I $L.r *rb) st .rolr; jt
S,F i^ta rc ori;'f c.c-,r,.Jil,l rr,a or.l 4.; crlr.Sb-l.xr +.b -Sl

'("r5,-rr :rL"j;) "5*r x*-'
.a,5 Jl-cl 9J# 6F_r -rr *51 f *-j,! .r,b. .r" fi.rS,_ [ ,*- 9c ,fl
JLel Jrl ru--z { .;,Jta. c^q--,J Jr oll*rl,Lo {.+r* F F., p*e

{r,ui$1;*a1"-o = fr;*l "t* ;f *tr

.Sfr.,, LUI ,- ..u.i[ +:;lc ,lrs tsi.rS,_ ;l r aI-G a,

.c*l a,i|- 6.",.-.:^,U' G=06,7 g. fi-12[ t'.|
r<l.ft

:Jel;e:lJ

:P9': ,fL5

'f9*, rl[i

:Ci9ii d{it" $lgJoite
mz g ffit S\ef a: ori 9c a2.:L- ;yli ,11 .9*t

6i r; a5,15.,o il F =G I+L L ,,lp .ela,it-
f, 'r'r'v ' '



r
6l ,o af . w = G 

+U"= m.g :q c*l 
-,lul-r/ ,y) o;69j )J m f-,a t s^.q ,-rjr ,-,.116 dr.l ,_i*t

' .,:rl,r ftj d*-) Jfr vLl n = 1*
.( 45" crlsh-l .t-t#lJ+ r_f ,f sr 9 Lr.: et-;l) c*l E) f rb.p*^r a.L-ti r I W)of n;;- M.

gJ.# ,".a{.)&r' y_l

3l'r- r'l d.r-rr* .'4-'r)..-4j of sytrr pr+ 1kg oir )l:*,--Fqrr, uc:rrJ a:ijJi r.:
'uts-aJ.}Slkgf=9,8'1NOi+r$.rosli:-,ul .:crf.r.Jl^cl 1kgpr7a*s^*7qdri-j{j1"

,r9jct' .i_F Sl,-JJlCr.l ,.9to.r.>19 fu_ (-r,Ll;i S* o)lfl
* .dbi ,;.:rf JLsl 1kg pl" * 

t 
+ .Sl s .:*l ,r,.e; jl gr!. e c*l (N ) dre# l-,-_ blr

.or9l c9>9 t 9l ,c +Lj.," rc 1mls l* yl-.1 ,r:c- h*. **-. 1m/s2 o;l'l,;l

=s,at {mls2]

t

.c/.r ot .,l ,*...- s"L;.rf.. r.:

" . . I u-bt^*" .sr.r., .,_'!.;*5Jl .sr_xr .{iF ctgJ# .l-.jL

,c*L_. ,.rfJ#

.1 ^.^l .l ^ 'r n.'v)e a') )'t59Pt t5JI+4 6gJiP

r--+ ,'5 .:l-l U a*-. Ui- "rr rgicf JLcl JI q g* E,rat_ ct l

.tu|€f ,t*-*
ct*l L a*.-U. ,a 6.i .:lol d S,.r rl J+ rJ t* r & | t_*

'c** dt, {#? J,li 
't.-?.Jt

SI - fS.ttAA**, .rr d*jtso

:t* eJi or^,

f ,)*

,U+ t_ el- rc) o,:r:*J

rC Atba ,gto*af9 f -l
*>19 .g.;La:il c*Xc qb, .pfg ob" c*J

m

D

Kg

f
. .t i

4*) Li

^ <- l'(rr 7:-

ttJY
.l

P-)?

1N= 1 kg.m/s2 ,(dt9#) :-xr bl9



r

e*Jfcj Y

t9;'a-hni

9l (qgL-l;)rjli";

,7=i=nv

er# )fr; l-y

rl;i" 5- t{;..5" l"l 5_ .5"r" Ol-,1.slr d.roJ..ra.-,H +,,=,

I bl, ;*l p;Y f-r* J*5;c9.; ,aa; 6l,,1 4Sl, ..:*; ,r-iLf ,.5c"rc

r** a .i- t dr.-) a5 ,.gla,ct-= c5r-p )ti- .""-j Ol*l ; ;1 ca3 t- 9-
!lr ro--* .i_ -51 ar*7.o 9 c*l ,x:) f r drs a.r r;5.,- JLcl

;i a, o.r; JL*1 .srr., i{a r h-lr r.: p-*+ .5f ,,q.^5 11.:19 'Sr->
.i- t-t,-s."--t', J;yo a.r)* Ol* eif-.r rf-rQ.l ,-f-lft*.cA-.ul9e

/\
,''Lt Al"-ii

,-l.>.xl u"F. 't_ ,r"Ll ;a Jt51,, J* : c*l ,-F_ 9-,=:, q- f bl-, ! OtS.," d<a : L-1, .;-l ;15-
.,:rlc,r^ ,..,tr l-1 r-p )l$- (N u-= Jcl* lcm il:r; ou

al; slrf,r- 9xt il aGij glr,t-.tri,.r. oolo rlr-i F< tSL r., a5;*l OtS*+. _,1 6ld,tjij 9i ;l d^il

9s=' 5l:^1, L- 9 rls-l .jl E lr.:rl; rlji u1 ss.. r.-,K*, dS ;h;.-:lr;tS*+, Jt-L 4tjJ \. g ts)-

ul ,Strt.S?f aK.-,""S,-tid.#V Jl:-)lrlOh.glr,;*l .S;lrji*J.S,9s*ttff..r--t;..r.
rr ..u-6r.,. ;L;; (Bold ) Xy ef L l, ,lrj ."5"f ,rt.(.,, .steq Ji* J,_# )r .r9"ir/ o.:G:-l

.rc-5.* o,:tj:-l ,_irr rr p jl t+!-l

9'f .5Lb)fr1'1 ,f '1..g Y-Y

J[..(1. tdl e<a r rhii. 45 s_rrl-r p, tr ;rl 9.r.r 9r

.(u--jlr p^ ! Jt c-+,F" Lll terf ..5ti-!) r.jrtf

c;*19 ta;1 ;<e trl,r.L a, S eLql-* brx ,*,'U'Ut

.,:rlc ,=5;* iJ klf ;l da C 4tli ,;*+
,o a5 uoc,=o ,b l, ,>f a-xL- 9r JU- cSkJS-

.rc 9 Nlo.ri o;1,: a5' ;1r9.: ,f,G J.tyoil. P Atij

dq- Ll.r;; f, , f1 ;U*S,- cstot-,* "Jt- 9.: ,a
b:r., i.r.! il Atiij Ll ,;9-,=- JL'l t+l a1 (;L5-

"f! OSt- .::J1-> q a..;r- a) cJL' r,: .*:;l lrli"
.i)i .:,a6 ,c b)cJ|.> ,.: a5!b ,,: ,$L,ro

.Ji.>J?.ul9i c.cL csla{)it

F,

(oui t+qtz)di t")
E
o$L>l(l'

I



r

fi

dt.l i't-r 6i rt+..t9"- t+{l+ 9i.5L-1, ct,r:.,1 .,rl-,9-,r*r-r-rlye I cr.i.f o,roLj:-.r<,c.srt;l

J; .r*. ..r.iL u;L;l JG  -".i.- cStds.J,1-JJ A ,***. olll "uS rniiJ p--q ,t. ,* al++ t+

(rry c"i-f -F -t"

.Ufo.btr -lr (Ol:tl) ,.f.tCatt" ,Lts c^+f ,Stlc.ri:r* :.,,3-,r ;rLc a, .,-r5 rii,,i' p-*" (6 f

;+,Jf,i pL,.-l ,; te.,l JSt".-* ,se s r,o-.3.-r9;r rc ou-l Jl+l+ cSlol.,* aS &j,lr 4?i +.! A1Jl

.Jj;5.,- 
"+ .r,-F+l+ rl ,,) 1-JL p)

' :b:.rr g)UYl.5;le;io 6fLb

q o5 ,Fn .Stro 5- ! Olr,,r. l) 5;*. ;* t tr; n ;; ;
,rc)L;Yl.e;lp F t: arJ rl*; .rFr+ ";a J;'_ -U ;r-"
F, ,F, 6es* f *+,Tf ri *: rs-.f oliJ F, ,Fr;l a5;*l
qc ,o 5;.u il ..;*;Lo ro--a ,r **l-rr 69r# at-l ,,1 t9-,r^ +:rfJ J 

'-t ;rrn, e.r* sJ r ,.. , ,tJ ,;; ;', Fr' ,i; uu;
-:

F1+F2=Fg

..r;r,-r o.L*U ;jl,q-b :u-;! +-l; )t/ U-lr .5,- ul.r 9 a^;tc ;t--S,- ;+z I )lJ.i^ 45 9-,* 9J

A2 +82 - 2ABcosc

^DU
sin b sih c

F1+F2=F2*Fr=Fn

.rij, ,. Ju,J, ,L .u-
- J. vln

,orlS J3- 9J-. 9r Jl e^- :+';l { 9-r,- 9o .r--lr1 a>.*]..;

! ,li.r (;*'sr .r! ,-ttl") r:5 il F*." jl 4l; 'S, { r;. € +4L--

,orgi rc ia s;y- ql, Lt-,* J5

.*r*
brx' Fp=fi+F2+F3+Fa

rR= L ri
t:,F3

C^^rd9-;)t;



C.*99 ;){,

\/

)(

A

Otr.s" r&;.r9.i dt--*t? .u+.il ,.srx ,r:+..jrlpo d9i*.i-trlr r-,r* atq Ollc* frrt.-,b

,r1,", F GgJir ! G9.4." t 9r* ..p-l a5 .c9-- il-F. cl+:f+ i.ssr# rt-q * l, F 69ri' 'i- d,t'*"
.(.J"Liq a;j;lc -^L,o.-+ 5- tS9; L qLL,g;/l ,o.-*),r-lt

,_sbl., 9c a5 c-l .,.tc-{ 9 e-ll ,3.sl eLa ;r 9)# .S- q.)+'

,tl sss -t Fz t E ".i {^ll-qsb:;* c*l ,l} d ,Wz r Wr

-u.5 6ts 4l-; .S,- ,.: l, ,S.-u^o F ssr, tt $p Jt-tl t-oU-lr

F =f1 +f2 ,i.*.t.*l+ "u;L o'r; oclr

*-i.'" ro'u urr9,a dt-l + ifr-i Cgt q F, , F, 69jP 9J P
jl 1., Wz r Wr .Sbl-, 9r .(9:.r *, ,I *-l-; q ..!. r. d

.p*l,j51 F ,t-t" aL;; 9 g9; aL-":

45 ,L:-lJ 9.: ;l ,r.1.*1 at a-><La tJ g-rl {. q;+'

s e\ f,-r l-5 Ct ALi; .5,- ,c l, F Sgf

,rS-'U-l !- ;l "l,U* ey i.i.l .4 .5{/-+

s--r.r.t tr .Ft* U i/-l 4"eU" .-L:-.o;.*L;

F r"trl, lei Ol.t.r ."l**:[ C]. .jL- .i-

cSttJt, ! -o-) r9^, J- k/frr-i] ;-,5

a- a, l"ji.i 9J# *!. q.;+,' .,1.S ,-l,L -," .S*- ie

'(Ct-'d;rb

.,,-S ,s-f.c ,frt"* .Sl-r ,.1 ;-*o *L:;,.

..:-l g-*" S e-l; )LF C/* .SLl-r

l-Y Jtl"

..r;ri.r^ Jt l JS,i &b a)l! q Fz I Ft asr. t.

+rS Cr*.;'lt g* 9s r,-l ,r--1r1 .991 .5Lu1r-9 "11$l

:100N

Loo ',o. -:-Lb s;,->'*V*
nA,,

,mr
/

/ F=fi +F2



?

(.r^"-r iil trb

:t)L-Vl.sjlri OiG (\

q Fr 5y J & g!*:,Y16;lp r*,-, c5l-,1

F1 ol;le.a, F, Si _,1 ,.sF.o L; eF2 alile^

.crics. o.r*5 ('lcm:25N >L^) .r,l*L 6*t
115" r" j)t' b J ou,i p*,1 g)l;Yl6rle:- p

q f* ,t.r; ..:9r uolgi Fp u--i; Ls9* ,-f
' ll.r:-l 9 F* + B,5cm:'212,5 N 

"::.5.ti 
;l oct-n--,1

..+.'[.* .:s-! O= 55'dJUj 1l o.5lru-l L ;i
90" - 25": Ur" 

(O)

:trri (e.["),rJ;.ut rlr, (Y

J+ lr (Ft 61p )lL) lr., ,1.:;, 9.: ;l ,*S,. l,ril

cSr+ _,rlJ-* rr 1d J oJlo, r*,-r ;'i .:bc.l g u"t*ji."

OI .sL*f r .yt*i. o"t Jtl ,1.:y .sQ;;l ,1 e;
J9lrl.:r1 6l;.: l g1 .glsl a5 6rl,:r, .,:,:rf,r. ,t-,.1

=iFp ..rur-l; .595; ;-l g9.: ,l.lr, .Slel ;l .Sk:l :

JSL; 1! o.:l;':*l q f*rtr; .ry "iol9-

1l oc[:-'l U ;i .stil, I Fn: B,5cm:212,5 N

.*-i.f c*.r; $= 55" dJlij

(.lL."t^. .r"rr) tJt
:o,9+" ,.-r,,U I .,"*J,jlLii jl o;$;19 (c) 

"f5*i 
q 4"i tl

F*= =212,6N

tlof 
= j91 :+ sino = J9lllrinrrs") = 0 = 3e,8"sinO sin115' 212,6 N

tr c;l _ril.* 0 .*- ..,ji!|.:trc-ld{;*i Fp .u,_1; qsbl; ,-ql;e

d= 39,8'+ 15" = 54,8'

3{i0'- 2(65")
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9 u ou,; oolr 6L-l_, .lr t lt 600 N ;rt.er;
t"UJtr grl ollsl e orf a,_;qd JSJ_&tt v

.u.,-r9l c;.r, 1.,

(.*-.r, o"9J):sb

:8)l*;Yl.sjli; OiG (\

6yp ,l"t l*-il g>l;Yl6;lp p*r-, Sl.t

ou*ll5 (1cm:250N )el *to; J+ 600N

of;l9""a, 9Jp dt-l Sy J ti 9s c.rt- .ry.ic*

rt*r.r v 9 u *1119-+,*.'.f;."t.>9;9 V 9 U

.rlrt I Fu *lr .ir* B b' A ;lrlo.,, .,:.:rf*.

t+ oS -ltr.+ Fu dr .i.r F C b' A ;l
N a, cm ;l .rt;i. &u+ .:-t- t ,jSL;

( Fu = 600 N .l Fu = 1040 N ) :.u.,. 1,r. ;,*,,r,

:tsri (c.Ji)..#-xf ,:i:, (Y

YL) d"t*L ,* 600N y,1.F ,1".* l"+l

6,1 6l.u,l jl .,* .c9.5.* ro-.r (1cm:250N

;l e (ub- t) v.5h-L sljlrq -t,o .5,- ,lcr,
(v t_ l) u .sL-L sljlrq .5,&o t; ;i,.st4ll

r Fu Jf o*r.i, p*,, ,.1l1. Cl;9o.oo15-r p.-r.;

(Fu= 600 N I Fu= 1040 N ) :.ti-itirs. Fv

(.ltr*,t=..f:r) :Jt
:rr"9".." OyE jlocli:-19 (c) 

"f5*:1, 
t 4?i Li

600 N
(c)

Fu * 600N

sin'1 20' sin 30'

Fu 
= 

600N

sin 30' sin 30"

Fu = 1039 N

+ Fv =600N
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Je{-. ;i ollsl o.f .F.stro e 200 N e/* ,-sl;-
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;*u clu-l ,c FR *-1rr .sr-r*, ..sL;l.r A-*jtj->
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.Fp ui--lr1 .5r*
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' . 
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.JpLf ro*,; Jf .glil, ,c

l; Y sp b'"r3,r- r*; F ,.sbl,, olll9*a, 9J# d.l

Ji=. b' 200N rl":; .glsl ;l a5 6rlcr, ..r.^5 et
.*l9.= h.li-il .sr_x, .+'[.t' sd$ y ,,:* ti 6tt;i;

,l"t -t i J Fl Jl-- .(Fn : 5,5 cm :, 275 N ) rg
r9,i p-) 200N,-591 olll9-a, *-b Fp -ti-1r1

..r-l.f !:d.l, ojl$l .=+i dtl q: ef l, F .gl.il-,

.(F+5cmr250N)

:tor-l*; (eJ;;) .,#.r*? o"r, (Y

' 
11.*=50N )e) t),t& j+ 200N .ee; ,1,:y l-rl

ol.,lrq tt .S, ,1.:r1 ,11 ..glul ;l ..1,a- .rr;c* rt-,-r

olrlrq .sF-" 6 ,i .ste-l ,l e (F t* l) Fn a;b-!
oJ.j:, p*,J dJL Cl; rr .u-ic* p-; (Fn [ 9) F .gL;l

(F= 250 N r F*= 275 N) :.:u.i[,r. F*, F ;*

(.,,[-t=^ ,-yy) rrk

:o"9j+- O9',Lg jl ocLi:-l I (c) Jfu q 4?9 tl

sin 60' sin 45"
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sin 75' sin 45"

F 2OON
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F2 J94?:- G9-F 9 Fr = 800 N erl* .srr*
..r,isr6o J"Si; l) FR .ri-h .s:-r* ..5tadiJF
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,c . 0 qll; C,rr*-' c*l .ry'J". ,Jui,b X -,9:..
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.u,_r91 ;*.r, cJt- ,rl .,J .r., b Fp u--ir1 .g9r.,

,*"-a (b ) J5..! .c#r/ &ss +. cu;l t1
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.rjly.f F2 .uu-.." Jt+* Fn : Fz .gtooll.sl

,1":; 5g t+ Oi 5i 45 r^t;li cr;lo_* .,.o 
y-c
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"[S-: so a5ctl} Ll .r:f.,"
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:+5 *:-i9 ...,/*r- .fi;t?

0= 90"

:tl'>

trR
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0 :90'
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bls: )l Fn I Fz J9&+* ,.5loollsl .c*l q9l!ln;G eJj, .S,'1":rrr e*ti,. cJto ;lr; aS^,.i q 4"l ti
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FR = (800 N)cos60'= 400 N

F2 = (800 N)sin60'= 693 N
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:, L>v

I .,t I
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|-l aiooN

Fo=@=665,7N

-+= 599! + e = sin-l,500'gn1a0') =28,9"
sin 140" sin tp FR r

4tt<N

22 +62 -2.2.6.c0s105' = 6,8 kN

Fri 6kN . r ^.--1,6.sin105',
rin105'=*O 

+ Q=stn t U l=bu'b-

g=4+45' + 0=103,5'

Y-Y .ll..r.g

.JiU- JS; v)t!;'r.rb ,.S:..,rr ri-i_r ,l.ry Oo..j .:,-l -,:It
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+- r,r**.r_l

raF
Fn = r/600'+800'.-2'600 800.cos60' = 721 N

:tl'r

-l I
:(5Jldt-2(x

FR 800 N . -r ,800.sin60'.A =: = cr=Sin-'(:) =73,9"
sin 60" sin a FR

0=g-30'=43,9"

r-Y ir.F
oJJAj4JF'V 9U

*t.#/

Fu _ 300N

sin45' sin105'

Fv _ 300N

sin 30" sin 105"

.9lol.;1, ,,c 6...............toa,0J;. I l, 300 N .srx
.u,-;9"i .:--.r, l, to+"J;.;l 

"5,- ,r" ollll9*

J;.rt*-t*.

- 300 . sin 45'
l-,, = ----------- - = 2t9,6 N" sin 105'

. _ 300.sin30'_n^,
rv - ---------------- - '"j,3 N' sin105"
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(-:.*u*.r
9"J

Fo" 900 N

sin45" sin30".

Fo* 3oo N

-sin 1 05" sin 30'

:&
| -t {

.l/ :(-sJt*rt r.

r 1272,8 N

Fne = 1738,7 N

r-Y cr.F
ollsl a., u_ ,9za o|.rul ,c .gia;li^ F.Sfro 4dt;3

F Sr* o;lsl 
'**;' 

c--,1 ,-,91t ,,r^J:,1 +;ilc Fu=6 kN

.u - gza ol*l ,,: Fu d3. orluJl 9

e t.r-_*rt

F = 6kN

sin 30' sin 1 05"

Fv _ 6kN

sin45' sin105"

:"le'

I ',jt*.,t-*

+ F:3,106kN
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,r9^,.1r.a., 6r**,r., J'g- q R 1*rr-i;) j-,lpr.sr-,+ 4. { Jlid l:Fi sl*l'*..b.-d;i+

.r.l .sl.,r .r9^, .gjl*,JcL R +.it st*.S" ! ;t-*,6 ,-tl.; +lr i arr-. cr.e? Oly.* F *sP J
,tl^i.s" o,:Lo.;lto9;;r5.:.St dJ9o i tF*

F, =F*T*[rJ + Fi, [ 
.rrs" F" e.p + r- t - _ [:'] ; [,:- 

j
f 
F,rl ; R=lRrl

+ R, i = [F,'J [R'/R =Rx i + R, I

,r1Jcf a+# ,rqr* -,[f{ R = ri c;rlo} ohl; rsl,t l1 .-1r5" cSrlrt ..,"r.'aa"La Jtr

R*T+ R, i + R, [ = F1* T+ Fr,, J * F1' k +

F2*i + Frri * F2ri +

F3*i+Frrj*F3.k+

,cfi./ o^rl t<

R* i+ R, i + R. [ : (Fr, + F2, + F3*+...)T +

(Frv * F2, + F3, +...) J +

(Fr. + F2r+F3r+...) (,

R*T+ Rri + R, ( =(tF1)i+ (tFiy)l + (>i,)i

(Rx - xnx)i + (R, -xfir)J + (R, -xi.) ( = d

, (R* ) (F,*') (rr-') -[rr,)'''e 
l*, l= ln'1.lt" l.lt'1.

= [R,J [Fr,J \Fz,) [Fs./

, j ,i a.i. .gtorl.:;.yLlr t"o-aJ'" iD.5 +r" t'l

, (R*) (r,- + F2* + F,* *...) (rn-)
u-e * 

[*, l=lt,,*F2r+F3r*... l=ltn, I+ [n,J [Fr. * F2,+\,+...) [ri,J

f. s,'lor q r

j

fF" )
I ^l

-tlF=lF,, llrltF I

\ L/

.tr5. F_" e.p + t- Ij+FrkF =Fx i + F,
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:c19i .-.,.,,J, s.; 4ls;jl .tly.r^ l, fr, orlsl

9 Y- .X-6;to;* 4-sle- t't \-*;i + rlc; r"r.1 
aS T s p ' crt5clo tgLl9l

:Ii,larn u"r'b
7.;bls:;l;;rt- 6a z-

R*= Rcosg,

Ry =RcosB ,

Rz =Rcosy ,

.,td + af crU-\
qlrt f. ;.14^i-o Jb -,r ..*U.f R rl";r .g;to g9l's..1" yr-t l) o'uJ ;*"r' ts6..yx'J

:c'*'l.ri5 J;5,r' o'z't^ ! *"i-* t995i ol'*l

R,, -,lR,ltancr=*i - "=tun l&l

in 4. rlcr, ,-tJi^l;' Arlry {. ,-s"t"t9t{c"tJ;*+'J ,-91; ,.:Li ,r"b

jrt5r ,1.:y rss- 4t A fl 'c'*.,l A ':btul rr JU. Jtr, ,-11.l

A = A,T+ Arl + A.I
,rri,lorl.rjl ,,, lr rlc; U.l fl Jt- i r': 's9n1, el+l

A rb; .:9i clu"lr. iln & ,lcr-r sl5 p#*d A
ln2 n2, n2= f/ Ax + f\y J- ^z cS4.

; i r | "':1 ,? l. i 1 ? ' a

A ,lJr.r GJLb tgraL),9.-J uA 4. "ll"l K g J 't tgtoa'nJ'7' ' tr'l t'a r--^"rJr

:tEb- tfu

rclscs, az.;j.gclo.slo.ryg r),:'t rla'd'rl,, i.*.l,,rll ';*'15 -*lr a.ll -1l':;'o1l'rll;9'>

cos2cr+cos2B+cos21=1

ilR =cosai+ cosBi + cosYk

..t/l'-,1

.d_lD J ;.r-.: py a.l u- 9 fcos 
o]

lcos01
\cos TJ

.,:r9i c^-,1, Y! ohl, jl O1.r*" l-,, r"r- .9':to a'91, 'u-,il'r r/- .gcto +-911 9': otf'o J9e d?l,, 4l 4"i l't
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:r9 J Of* ,_l-,[5" *;g-+ l, ,by .,*.1 .tly,r^ ,.u-iL f9l* A ,1"1 .gcto .9L1919 orl'r;l dTjtt" ogYb 9

(cos cr)

A =A0n = AcosoT+ Acos Bl + Acosyi =\T+ Ari * A,[ =ol cosO 
I

Icos y/

_..^.-),

'l.--l-.l#.r

F

,c.-l 6!il9 V -

rr'rY 9rx

'Jlics" 
A:-jrgr J**" ,;-,5" J.lf il.A -rlc-r, ,.f-l-rQ

fsin $ cos e)

A =A sing cos0T+ A sin Q sinel + A cos O [ = A 
I 

sin0 sin0 
|

I cosQ /

0 I e F.. a,-rlj rr b l, A ,1.:y .:1,:ut ,[,U' JS- .rtt" .-'l:u .u" .fK
:c".i9 ;l9r ..r^ A ..gbdJ g^ S\t Jt'if.l-,r 'J9ai &']^"

Ax =A'cos0=Asin$cos0
Ay:A'sin0=AsinQsin0

A, =Acos0

tCoplanar) apr'i,.arta cStogJ+ N*- ia^' .lo:J-TJ

+ LJ*-" ,9ba'. aai".6. rr.tll.* l, si f "ri o;Lil![ ro af ,*.rb

.5olcrljirrt+ .r^;lrcs" L.,1, 9.: dtl .rl.; q.i?d JU^ Jft ,gtt" b'L r"

.d;! .Stf t cSF.r I .+l A 'oJt r94s pt f )b- "rtl'! p/* .J'l*1, jl

uiL.9c9 s u.l9^ ca; r &L +?z ;l x-ry* ut;iil uJ9" c^43

cslr ..*'-r dt-l { .$r- ,g &F F -,r c*u YL q dtv"!. )l Y -;f*
..d-,5r.s.,lo-*,yr-, r lfulri9,:rrls rfis &lt9': rlly;k;

9,: ,,: ,!.,U- o$,,:: ,": $ ,F sl*.9toa.cJ;" orlsl lYt Or,

;iG;l ocki*,l ! ;*,1 or.i ollc;t-Lj !-6o+ c I X-.'El tsbl1

,.lur-i,r." c*rrr ;bf:- b.ll, I g)L'Y1.5;lt^

Fx=Fcos0 ; Fv=Fsin0

:c9^i o,:U:-,,I-# t)J.-t.9k;; il.JiUi. Jf".r.t Oty.r 0 t'-llj esta+ tl

!=9 =Fr=f.t?\ 
F'=9 3Fy=-F(:)

F_; +,x_,\c/ : F .- ' 
..c'

;p p c.{- rJ UJtr ;.1 a5 c*.,l Ji -hV q F, cslr (JA.' d:*)Le

ooJi" r" t ti.i Jt 46 carlc, 'i:l, +Lu :,ril[Jo gllo.l.|qi'l.l
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(b)
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=f, R* = EFi* : Rlt = 600 cos 30' - 400 sin45' = ?36'8 N

'+'i'R, = Pp, ' Rv = 600 sin30'+ 400 cos45"' = 582'8 N

:b syly or'i orlr;L!'i (c ) 
".ffi rr 

al -u-ly t99"' ":b;19 o'l'$l

r-=---;- t 
?30'B;t + (582'8)2 = 629 NR = riR{+Rf =d"(:

lo I rote -.:i.
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lKx I
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lR- | '236,8',

'("r'rs" dtlt dtl) I t
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.(d JS*i) .rilorrcl5 o.^,:*tlt.i,)60' \
{

lr'1,6(uS.r....1t-"clf of+ gE 
':U-baS o'-9;)

(d)





fr
Y-Y Jtb

AC a AB ,.stovL;1" L-i G ) "5- d,:U. 200 kg rF'{ 
"rsgu*-jl J+ vLt r$ .-l.-'o'r- 4+U" .;*l o,r,:i A:-!ld{i<J;,,|;.r'i cJl- +

.d;l^.: -ci| cJL' +r orl9.o ; AB vlrt I r-!Li 10 kN Oii-*J
01 # .jl9..r- l, 69.u-- a5 .0 a,9l; O.,.t5r"9.t;*p. c*l -y't*

.r,.; or[, l",:Lt;l ,rS." a5;1rl ,f*!.cp;l;.3i

:t-1">

.trvt ! .,1 .i" Or- orL cL-'[ ,c A +it- cl;i p*- ,1"r, { A?9, t,

.rrl ! Fo 69; orlsl .uJ.,..jl (b ) ,15- dat.t^ anf- .r,.1 t J-r... +-

:,rr:L ,iul ,rlr, .59.1-.

Fo = 200'9,81 N = 1962 N < 10 kN

, Y I X 6lo19:.^ cl,*l ,c JoL: oYcL. )r)S tl

$tF,*=0, -F6co;o_+Fe=0 + tr=# (1)

+-f xflr = g' Fr sin 0 - '1962 N = 0

i'

(2)
(b)

vlr! jl # AC -Ll a-..:rJ-1r.slr.r. cose < 1 ly.;,e*l ,#,t;Fa 1l orlo-o F6 a5 cy::,r^ aru (1) ahl*;l
,r.*.5. a--; (2) +tc[* ,s Fc = 10 kN = 10.103 N ;clr ,l-p ! i.r.lrrt+ .u*-; elr- 10 kN *s4rJ +- a, AB

[10. 103 N]sino -1962 N= o

e = sin-1(0,1962)= 11,g1"

, u,-i.* c*+ (1) +J,rt* _,c Fc : 0 ,,ct-i- 6cls rlj;l .o9*:;,r- ct',| AB v,L,! r; d.*r*,

10.103N= Fu

cos11,31'

l-



ff

,tS-.ytU- ,i*zs rr..,l9+ l, 8 kg f .ft , 6Af oS 6la]9Sa'.(a )JS; AC -tr-b .slrr r.jY JrUUr- c-l -,Jt^
kea = 300 N/m 

'11 
c*l i:rLr r:s ,stu ?.-r. t l'AB* 0,4 m 

'b 
a*l yly.,r +J:l J9t ,.:9-;;1r,.91

:.'lP'

*ruo rt*l C 4?i !."n'.,*, 9 o,:;9'[ .:*.1 l, ;" J+ ]#; F= ks al-|r.S-Jar..,l-:,,s" AB ,i .5JJ,u orr.t fl* l.a

.c9.j a.-b<e lJ AC -tit.Sl.rr ejY l9L.+oj-a"
A.i1- O,l 4.9st,u.A 4il- clr'i p-..- rlry. q 4?i tr ei;i dtl a,9 c*l W =8'9,81=78,5N -r1", el"rt r;l

.r:5.,. il (b ) JS-,-:rt!.
, Y r X cSbtftu cl.rul ,.: Jcl-' *Yct" r-/.Jtt ti

(1)

(2)

's-*c/ +qq.,ij t.oalcL'..",+.1 J-:

:cr9i c-.r, s.5 osy- C nli,j. l, t" J*:*-'**Jl i,,,_l t
T4s= k4ss4g , 135,9 N = 300 N/m'sne 3 sRe = 0,453 m

:U c*l ll.t ts o,r,;l o.rpi5 Jfb.Xlr*tr

I AB = (AB + sRe =0,4 m + 0,453 m = 0,853 m

:a5 u5,r^ *l.?1,..1 (a ) "5j 4tL B tj' C ;l ,/31 a14u

2m=[eccos30'+0,853m :> (ec=1,32m L

$xE*=0' Tne - T46cos30"=0

+l Xny = 0' Tor sin30'- 78,5 N = 0

TAc = 157,0 N i Tne: 135,9 N

icaa : 300 N/m

I4z : 78,5 N



fA

t-
T'
f w=z,zs tru

+f IF', = I'

Tap -2,75 kN=0

T-IAD * 2,75 kN

;*r:' ;-l Vy't-

l-Y .1.-P

2,75 kN "$: uaU" .gl+.."u sj9

.tor[S;l 5. ,t.,. r.-

b
_r_- 4 _SIFi*: 0:-Toscos30"--+ E Tnc= 0

t-3
+f'E.,=0:Tnosin3o' " T T -n' I -'lY -' 'AD -"' rAC - 'AD - v

Tnc = 2,95 kN Tne = 2,39 kN

Y-Y ,-f.;*

$ e3i Fl*- o+tt .c*l 3,5 kN J5j .!lt" o-'-. Oj:

6*; c-l ./lt ..\-lL 7,5 kN J5 $-d slp,r. ,[15

.rr -,15+ -,.r O.f "J .slt Jl9,,-r.45 ABC JilS ar..;obf

-
+ltEv =Q' =.l;f ,$'sinemin * 3,5= 0 - grin

J-

_ 12 q"

" ^( 1,5 )lann-in=ll ^-l )
\cosumin /

leeg,rin =3,09 m

Y-Y U.r-
.- oll,r;l + e o-u;ly-ei B "ji;l ,|S-lr ;;U^ 5 kg n,7 t .5l4ji,

vS -,J 9J* o*i- ;-l -/t- ..:-l o.ui a.rr-L- d = 0,15 m

.c9.;,/91p-.* Ol,r.,^ "i; ";lsl ;l'ABC

:i

--r
r/ = 0.1.5 nt

.._._....L-..-

J:

0=tan

+l tFiy

/nrn\
-.11 +: I = 30,87" i fo=ing=g.9,81= 49,05 N

[0,2i
= 0: 2Tsin0 - 49,05= 0

T = 40,875 N







(a)

fA

A-Y Jtr"

.rr * s AD e AC ,Ll5 r" L*i G ) #i*l, &tt 90 N ;;e a, 6rL

-Jt-.,- 'l or-! 4i-!lJ.{5j 6l;.r'l cJt- -r,l k=500 Nlm i; U AB

,[l5 .J.:b' +;t rc ,-.s ,rfaJ5 ,lF r Lrrl5 .s:r* ;*r; c*l
.srls rlj x-24,^ie rc AC ,1,l5 r x-y a:.;- rc AD

:,-I'>

.u,i,r- C-u, rs c1l'j ax+-' jl er-, _,;'s*tJ-;,5 Jljr*

/L;: JJI t" b.:_,., a*l5 lrs; .n*S*. -ba;l J.:b' J;t-'; .5lr* l) A Jt,i'l
o-ri osls.jLr (b ),5;,: dJJi J,-l .rl;'i n->,lc9 ;."u:1,r.,"roo

oo e.is" ", # :,# :ji;:J,':# r; il
f o.'1 fo.1 f-(4/s)Fc) [ro'inro')

F,r=l g I'i-lc l'E-l g l;Fn=l-F.cosgO"l,. I l,'B-l'Bl,'c-l | _ | _ 
|(-eo, [0, [(3/5)Fc, [ 0 )

rfr = d = F. . Fq..j: + Fo = d,6r1.:j -b *J.:t;' aJcL

f o)fo'l (-(4ts)Fcl It,sin30')fo)
| 0l+lFsl+l 0 l+l-Focos30'l=l0l
|.-,oJ[oJ [1rsyr.J I o )[oJ

:c*l lrl po oL;*- )p d.6l'' ,lt tr !tS-l aJ;L. o- lr .j-* .5rlcj +JcL

xE, = 0:

rtr -n'Ltiy - v,

rtr - n.

-(4/s)Fc +Fpsin30'=0 ]
Fe - Fo cos30' = 0

-90+(3/5)Fc=0

(1)

(2)

(3)

Fo ;jt" .slr* (1) al.:l* r-;- . Fc ;SU" .slrl (3) aJcL ,l- L,c9.i./ ar';.; Fg .rst- .9l'r (2) alct ofV! i

Fc =150N

Fo=240N

Fe = 207,8 N

Fs = k s4s = 207,8 N = 500(N/m)' sne = sRe = 0,416 m

{ $tc/ rUi:ul aSrL:-- *-:-_ .sl;.],5 ceo' ta.Lt5 +oo .c-l c*i ;f,5 u _,o.r) br"y ,_Sl.,r o*ol ;-;r e.Li Ort
.(b ) JSr ,rl"c/ JLel ,r^l;iS.st r;p A a.Ui



(a)

z

* t-Y Jtl"

.stl* .sL"Jrt { yl* } ;l (a ) JS.i J.:tl4 10 kg pr7 + .fl6

.i;- jl S .9;e-, dLG n,ilS?f ;*;' ;*l vJ-t- .;*l ;l;-91

.r9$ i,-tr*l 50 N ;l tr.:Lt ;l -5.- 6p-1r r:.. r"i!;l_,JJ ol5ro

:tl'>

, .sl'^L;. Jo u 4?i l.i (b ) ,g.li ol;1 ,u."..- rloe^; rc

AD= DB = DC = 600 mm

T "i5 u.f "9;.* a.".; XF, = 0 r XFx = 0 *;toaJrL ,l .,r,;..,o

.tlt z- -tp :.rlrl .r. C* q:lj i,:t-i.c.a .c*l yly tr*Lt 44-6 Jr

l - 
';*l 1

,;:5 u- gcl.: ,lj l* F I Z- ;9aa slul ,s JoL:' aJcL JJ.t)15 t{

'sfct' aa*; T= 50 N

(b)
rc-*rs. 42q;j JJ o;19i;9;l-o eJU;l

s= 519 mm

10(e.81) N

xFi, = o: s(so tl)cosy]-to1o,ot; N = o =

v= cos-1 
98'1 

= 49.16'' 150 -

Ann
tan49,'l 6" - 

vvv 
-s



$.

v-Y Jti.
{ ,rl9,r:-- Jjjlc aji; ,.sll d ...[5 r. "tr ,J# ;,*;' c*l vqlt^

: .s-rj.* ,lj oc$: ,1 c-,9+ ( 3 ) ,lS-. .9atU. {0 kN 6;9

(a) :r-1->

ol1po r ;r ;-l ,.: (py'- drr., 4. I JX;* 6l* q-) bir* +f5 lf"; .r"95,r- :,bcl Jcl;' ,lJ=j' 6lr{ l) A JL-;l

a, l,lor.* t.sl .;;1t1 J.:b'aJcl* O:ii 6lt.c-t i-l o,rts,rL:i (b ) JSr rr a!-o-; ;,,1 ol;1 n-."e rlc9-+J.*:-l;lrcr

: $l6t*l5 A 4-Hj a, 
"..r'.1 Jt^cl cstotr-- rP,s- f;s 9 r9.-9!*;r5o tr9-

r- 3)

io=l-4 lm=
IuJ

(-3)2 +(4)2 +(8)2

_ttr _tr |'u-'rL

-3i+4j+8kl,-') _ ri^=l 4 lm+ F^lF"l"[u) " "t
r [-o,ata)

I = r.l o,+z+ 
|_l [ 0,848 /

W:40kN Y

(b)
:c*l lrl po -L-::x- .tg^ u.9L;1, ,.: !tS-l alcl* 4- q !i.f .511.:1 +J.:t*.

- 0,318F8 - 0,318Fc +Fo = g (1)

- 0,424F8 + 0,424F, = 0

-40+0,848Fs +0,848F, = 0

11) r0)
6=r'lol; F*=l o 

lt<t'tl.o/ (- 40,

ri= d- = Fw+ Fs+ F6+ Fo= ['6rloj r;yo\ Jcl; aJcL

r o ) r-0,318F8) r-0,318Fc) rh) ro) 
E

| 0 l+ | -O,a2aFu l+l 0,a2aFc l.I 0 
l= I 

0 
|

[-4oj [0,848F8, (0,848Fc] (ol \.0,

(2)

(3)

xi* = 0:

xfiv = 0:

rtr -n.
.-,L-U, .," r r-y::..s. orto-;-,| FC r Fa .-t !. .Sl; (3) al-:t* jl .-,-r- .;-l Fg = FC ):i.f +r-- (2) aJoL a, 4+i l.?

:uri,r- r:*J, (1) aJ.:t*. rl Fp

Fa=Fc=23kN I Fo=15kN



A!

(a)

,c atil .ial cl;'i ,5-..- ,lsy; .u*ll+.r .:".,ro"

t'.ly.,39't;-o,..ljg .Jl-..,1*,r1;5c JSga ! lS

W: 981" N

(b)

A-f Jtin

n s99.ur ir:;:|.: a5:; AIS 6 ..Jts rr ro ,l^5 g*;' c*l -Jl*
;F,-* _,lj ocLLl o;e," (3 ) JS-L31tL 100 kg pr7

(-1)2 +(2)2 +(2)z

:c*l lrf po lL::'.. ;F u 6l-:-1, lo rJtS-l alcl- 4- lf,j5s 6rlcj +lcl*

(1i

(2)

(3)

:t[*

5

+ta; ,,-l t" br_r+, +J5 l,,,*j .r"*f.'" -bcil JcL.:' Jil.'.i' .5l,a l) A JL",il

t-49; l.lil ,r:-r.t JcLd alct* ;t;r9; .sly .c*l o,r,5 o,rl; Jt;l: (b ) JS.i:

W= 100 k9.9,81= 981 N ,q c*t

(o ') r,.) r")F*=l o lN , Fa=Frlol=lol
[- satj [oJ I o J

a

fcos12o") (-o,sr. )
Fc= F.l cos135" | = | o,zozr. 

I

I cos6o' .,| t o,sFc J

t_
l-

[-osmro]
I 0,607F0 

I

[ 0,667F0 I
+ JcL': aJ.:1"-xfr=0 - Fyy+Fs+F6+Fo=[

( o ) rr,) [-o,sr. ) r-0,333FD') ro]
| 0 l*l0l+lo,zozrcl+l 0,667F0 l=lol
[-e81J (.0] [o,sFcJ Io,667FD' (.0/

:6r|,o.,.2 ay-

xfi* = 0:

xfiv = 0:

X[, = 0:

FB *0,5Fc - 0,333F0 = g

0,7Q7Fc+0,667Fp=0

-981+0,5Fq+0,667Fp=Q

:.r,-'i,y.l*.ru Fs (1) dJcl* rc e,:;lgolo rlj !..yy t.*ir.* 6..,u Fp r Fc (3) , (2) Jrq3." 9o aJoL F J- tl

Fc=813N

Fo=862N

Fa=694N

k = 1.5 kN/m



Jc[;' ,c orc a5 6lc95a, F3 9 F2 , F1

AY

V-Y ,'gJ^r''v_

cSla:-rr ";lsl ,*.'; .:-l -9JJ-
.$Lr

JcL; +1.:1.* 6:Ji 6ll..i-l or.: ;l .:l;'l n*=rlc9*; o,r.i oclc ;Ll ,lc9^; .,r-dtrcs. o"jp$ ot) ,, crlg 6to9; +J5

:c*i .'.L ;,l5.: u.o- + l, Lo.; l.*l ;-b

tJ,

( o ) f-D) (1ersy1ers1ru'1

n:lt+rslr, l ;F,=l 0 | ; Fs=l-tlrslt+rslr'l

[(3/5)F1J Io] [ (4/5)F3 )

1600) ( o )
Fo=l o lN ; Fu=l o lr'r

I o j [-sooJ

tE = O - fi+i2+ F3 + Fa +Fu = 5 :611.:r,' -# ,J;h'alcl.*

( 0 ) r-r,) r(3/5)(3/5)F3) 1600) ( 0 )-r0)
= l(+rs)nl+l 0 l.l-(3/5X4/5)hl.l o l.l o l=l0l

[(3/5)F1J [0] [ (4/5)F3 ] [0/ [-e00J (0/

',r,T.r- 
c*u, tt5,"l Ji:* +J)L^ a- d9s 6)lJ; aJrL;l

-F, *9F" + 6oo= o'25"
!p, -EF.:o5' 25"
9r,*1r"-9oo=o
5 5"

xi,. = 0:

x[, = o:

xfi, = 0:

Bz.z
,

600 N

Fr = 465,517 N

Fz = 879,310 N

Fs = 775,862 N



AY

'-4'
a;1- clr'[ n-- rlc9^: C o?i tr

:s-:rS,r-;!

A-Y .f.;.9
, AB .slrJ,lfr.: ou.;l rl4.t ,;*;:5.glor; "llsl l*;';-l -qlt"

.AD J AC

]'r5c rl.:j rtf il.b:r*, A

:.9r1.:j rtf \ J.:Lu aJcL

(0 )
:i"=l o lrrrtl

[- e00/

; ,; ,; , E _6rBTrcTrDTrw-v

(0 )
= | -(3/5)F. I| "l

[ (4/5)FD /
xi=i -

( o ) r0)
nl o l=loltttl

[- eoo/ (,0/

=

900 N

)_ ('tzrslrc)
l;F.=l t+rs)rc | ; FD

Jt0)

f-(3/5)Fc'1 f o )
n | {+rs)r. l* | -tsrstro 

I

I o J [1+rsyro.j

F" -!F,^ = o" 5"
4- 3-
=Fc -=l-n=0cc
A

Ufo -900=0

l'B
E -l ntR-lv-l

[0

lrBl
=loltl

(. 0,/

str -n.Ltix-v.

str - n'utiy - v.

X[. = 0:

Fo = 1125 N

Fc = 843,75 N

Fa = 506,25 N



tl,>y. ,ity. bg-l*' A a;1- cl;'l

Af

1-t'.Y-:;

,r:.;:f 6tor; "Jsl ;*g ;-l -:9it^

.ADeAC,AB

:tl'>

p*.-. Jrr- { ai9, q

:-i.icr5,r- ..-,1* ;r5.
c

:

1 ( (t3)F, 
)

l: l-(2/3)FD II [ (2/3)Fo /

b

ti -zj+zk
t^;4

1lO'+(-2)'+(2)'
i -c; -r to -.IFo=FoUo=Fo;=*L

" 
= [j'l' -

12)

I r, rin to" )
* = 

[.o.T,o',J

:r9rl,:r!. JDo \ J.:L:' aJ.:L.Fs+ F6+ Fe+ Fw= 0

ol
0l
0)

f-F.) ( o );F.=lol;t*=lol*
I o , [-600/

rfr=d =

f-%) f (1/3)FD) f o ) (
I o l+l-(2/3)Fol+l o l=l
IoJ [1zrcyroJ [-oooJ t

4
I

F6 sin30' -Fc + 
T 

Fo = 0

Focos3o'-?F"=o -" 3v
)
;FD - 600: 0

I ru tin lo' )
= 

[u'T'o',J.

)[, = 0:

xfirr = 0:

tF -0.-'lz

Fo=900N

Fe = 092,82 N

Fc = 646,41 N



AA

1.*Y.#.Jo,'

.SL..Lf .,r o.r.i "lf4l .r.:--5 cSlof.r, ollsl g*9J c-l .ylL
.AD eAC,AB

,ls.i ii'qp a, loq *i>r,

t2
A 4i1- cl;'i p...* ,1;9- { c?i tt

:'rjcr5.r^ Llo ;rtS"

(0 )
l0lN
[- 300,

= 6 '6rlcj rtyo *J.:U aJ.:LFp + Fyy

I 
ro coslzo'l

I Focos120'I

I rocos+s'J

( 0 ) ro)
| 0 I=lol
(-300, [o,t

lo =0

0=

9o = 180'- 60" =120' , yo = 45'

[-F. cos6o" sin30'] (

; Fc=l F.cos60"cos30'| ; Fo-=l

[ %sin60" J (

ri=d

[,-F6cos6o"sin3o'l Irocosrzo"l I
I Fscos60"cos30' l. I hcos120" l+ |

I Fc sin60' j (. Fr cos45" J I

Fe - Fc cos60'sin30'+ Fp cos120"

F6 cos60' cos30" + Fp cos120" = (

Fs sin60" + Fe cos45" - 300 = 0

c[O - 120"

fF')
il=l o 

I

\.0/

fF'l
= lo l+

1.0l

X[* = 0:

rtr -n.
xFi, = o:

Fc = 202,9 N

Fo = 175,7 N

Fs = 138,6 N



e AC . AB .9LoJS t

ct2"J 
"::5 

J*i"i' c,,rl

Jsg- + tof-*

67

l'l-Y ,r*..l.";

75 kg p9 t qfl.tt*a*
.7/b ..:4,r. a.:,i|.:

. to"[5;l

4K; AD

,C o.f,i

:t-l*

A 4il- cl;i ,",-^e ,1.:9i { ^"t ff
:,r;':r5.r. ;L ;r5o rl':j

'.grlcj 
Jsyo a, JrL; aJlL."

l
I

)
_,*.

'F* )-l
FBI
Fa)

57Fc

86Fc

tSFc

.O,B57FE

O,428FB

0,286 FB

' neRT

- 0,286

, 0,428t0,4

i*
(_

-1.

.1_

j--1,8T+0,ei+0,6kIAB

fap

1,8)2 +(-0,6)2 +(0,9)2

-t-rRc -l_=16l
rRc 

L

r-,,u]
ins= I 0,9 

lm
[ 0,6 

,J

r-'''r)
;iRc=l-o,ul

[0,9J

/F^\ (o ) f o)
A=l6l't*=l o l*=i o l* L

I o J [- zs' s,etJ [- 735,75l

r(=d = Fs*F6+Fe+F*=6

(-o,oszrr)(-o,aszr.)rFr)(o)rol
- | o,+zar, l. I -0,286Fc l.I o l.I o l= l0l

I o,zaor, J I o,+zar. J [o.,l [-szs'ls; [0,

Xfi* = 0: -0,857F8 - 0,857Fc + Fo = g

XFiv=O: 0,428F8-0,286F.=0 =
XFi. = 0: 0,286F8 + 0,428Fg - 375'75 = 0

T
)-

tn

trrBr
.bD

Fc

r o ) r',u)
ir=lo,9 lm;in=lo ln

[0,6J \ o ]

r o ) r1,8)
i.=l-o,oim;"=lo 

IIo,eJ (,0/

^ [o'o

TW 0.9 ttt

0.9
ip

-1,8T-0,61+0,9[

Fa = 792,3 N

Fc = 1188,5 N

Fp = 1697,9 N



AV

9f dga.c.StqPg-f f
4laij .SJ. Jf S)*.5u_ l9LdJ l-f

il a) JS-x -ytL.. ..J.- ro--u .5,- a, F 
"-.;L s-tr+ o+b

.:rls ,lr-i F.9l:-1, .,., a5 o-"-- ;l .91al^;r ,o ,.: 9l .r,-l ..r5

sf e.l it Jr.: .91r, ..r5,r- oL.,-l ,,:--r; dt &- .(,-

p; ,,: u!-;- otJa-ij .5.- J,tl- \ lJ O r:L ,+**- ,l .glaL;i;

+ F ssi;'U oS n*:t" ,* 4.F C d?9, tr Jb .p,-rJ-"

1l F .'U-', _,51 )L .:rr: .5<i- O 4t;i o, *-*.: ;i ;*;r-
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.crei e-.r, d=(MR)o/FR t. (MR)o =FRd = tMo ,lt-l aJrL 1l o.:l;:...l t Jli.," I) dl,-l!
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69i ..r:-!lr al:llJ rlj z r9.r^ cl.ri! )J i.1- .U-lJ .5,- .:1119. al a"d L6Jr* .rS, :,.Sjt:.o .Jfl ni...t
..glo.,i,a rc ; O dtii; Jf 6tr., tl .5,- ,o ,9L,:5 .*-l ,g;ly r9-. it_l tt ; O at;i; )r F* =:F qi .s-i,

.:l.ril ,.: a-2.-o,o er--.a JJ t 1tt*10.r:,-i" ,9L:f a-; JJ J oJt JJ,.r O atii; .rs Z -:f- I af c-l 5!19

69)+ .S- tr .rli .f lr 9i r!j---.- .r-l .r-l-;tr .J' i'L.'^ J9.t nt ;1 (lvn)o r Fn l-,+j ..f .rol9-- $19 a -r9:."

,S.+ ,rl *l ;fc 7 n^ t r"a g a to..- t p" o-f ,b tf^ S9-t P..L;i ,r ai ,:y; ;,-;(-b Fe .u-i;

i-.:a, (Mq)6 =Fn d = XMo aLll, ;l ,9^- ,,r.1 c;:,t ,t d a.Ll-i .r.^'.,- .O ahi; ;l P At.ij 4J.-G .(c) ,,", "$.;
d =IMo /Fn :s,-lcs.

z

(a) (b) (c)

Oli"f lr.9.r',: 4- 
"Jif )98 9 9i f!-*.^tr " r.b 6 ,* +.r-jl or.oLj-" .S_r#OU-" :9)+ Gri" { J-q'

ri:*; r94r or ,1 (a) 

"-, 
.-$-i .rrtJ. oJ .(Mn)o *-1.,r .-!,f )rU-:J .S, 9 Fp -,,i-ir1 69ji,^, .i- .r)r, 1

..:f +-)f' ;rlp-o .r..,-ir1 69)*., .i- { Jri! .lli,s.; l) JltS )tf,:S 9 9)+ e+ J.+ qra ..:9; +^a)1.>

"1fu) 
.:9".; 0.,-F ,-li r Jle 9 Fp .9L-1, sJg dt^ 9s a, l,-r:,1 ,lli.f 1_r (MR)o Jr-ij J,.9t rrUi Ll

1l b .,9^- 69, d orl.:.;l a, P at;i; q F* oS;i t; q .:9- .-ii- lJJi lilr .9"0-' dr ,- -- t ((a) r.)

9 z ,sp ,t p^ I a ;f^ t es b ,rr- .ou.f olp.,-l (Mp)q o;l$1 o" ,9.,9t;:3 of "r tz+L: .;;a3 ,s O atli;

,"1+lr- I .rr9i c^-r+ d= Mr/Fn ohL ;l Oli.'" l) P aLi;,f-. .;-l "r-. F^.gU-t, , c# 
-.rr

+ ;rlpo p---:- r+i a.r-l C .(c) j,,-j ,ffu ,..:9.; ,Jii:; P aL;: C L ,r'i .rly,r" ;-l clri .9r1.:j M11 .r9-

JLI;| + ;-lrf roi-- i-- 
"r'-' 

.M,, ;i .gL-t, pr Jf ,rW r Fn -r.:1lr .se; ;l ;-l .rJ; o.-i ;-.,

er. .rtict a:-;J Gi) L- g* e,;i o, 9 srlo 1., l,9> ,9>- J9- ;i ;1r9.: ,,Li* r Fq .9t:,.,1, ,J ro..,.-

.u! e*: .5,- ; .:rl9 J.9S )tbl5 9 9i nj,,...-- )a .!r,-" $li.," a5 c.-l .5;rl,t-o 6**.- ;1;0,:L 9;
zz1
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o o.:"5 JLcl J.!,tS )tV-iS 9 9)+ F+
,rl,oo .r--- ir1 6J)* .i- L l) (a ) JS- ,#
L lro'i ;l J"' CtLir "[^. e .rf 

"r_f._l;
..r,-r9i c..-.:a., O a!i.; a, &r*; J*

:aP

:bef 6,o;
:s9-i,.r.o a-:.;; 9J# dta{iJi. ,rf 6-7 ;l

+,-.-- (FR )x = )Fx ;

+f (Fs), = zPr;

(F*)-= (;)8= 4,8okN

(Fq), = -4+ tfla = z,+o nr

(b)

:L s;lr, oo.i oolc6ll (b ) 
"$,1, 

r.: a5 Fq &--l): 6r),:.j JJi"l9 oJsl

r* = ilF*fuA*li =.,/+pd*zld=s,szn'l

'= 
*-'lffl= tan-11?49y =20o'

6-,.i.- .st-oreL-lf C.? l.r ,r:.,,--q 0 al"n Jp (b )._9,.1, r.: Fn 6t.p Jpf )eV:S :b19bi,Lf 6o7

Jr (F*)y J.-i! .,:rj.l,=. 6,t^;;;l (Fq), cglj--|, Jr" .ritr yl; (a ) 
"lS-:; 

r,: O aEi; Jr J.f s #
.y-l:rt+ .S,r. ,:l-:..,-l ,9L5 al,i.; ,,-l

G (MR)o=rMo; 2,40 d kNm = -t4.1,51 kNm-[15] r<r'rm - Xf1O.0,5l kNm+ ttfla.+,st u,rt

- d= 2.25 m

d-- -1

(F11),, : 2.40 kN (Fn)' = 4.80 kN
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lY-f JLr"

a-zi.^aga 69y2 u ,f )- rc (a ) .15; .9,.tJ- *!ji:-f
lrl,oo -r-- ira d9j.^, .i- U l, 19rlj5r[ ,,-l ..:rl.: ,lr-i

! I, .-r.,-ir1 ,,_l .9L-"11 ctUi 4LiJ , ".:f .,.,-f-E
..t-.,-)9i ;..-rd., BC .slj! I AB ,tf.-

:Lo9_;j 6.*7

.,Jf 6.? 9 Y 9 x 6ta+iJ3- a., 2,50 kN ,.99-; a,-;.; L

:c9i,r. oc;; 9)+ c'lidJ*
?

(rn ), - - (i) 2,50 - 1,75 = - 3,25 kN

4
+J(Fp),= xF,; (FR)y=-(;)2,50 -0,6 =-2,60kN

o.r,J: oclorlli (b ) Jfu r.: a5 Fp a,,-ir1 .9; ,:Ls-l 9 orl.r;l

,! u;fl.,t

h = lffi;(Fd =./ezd*znd=+,ror,r'r

o = t'.-'l$Il = tan '1fl1 - ea,z"

l(rP )x I r't?

J:- biro )rtj.::5.Jr.f Ct! A ,l yol--G + l, AB;;*, Fp.gb--ly AOi GS L :ta19Lii5 6'o'7

A dJ.n Je- (Fn), dF Jtii) J-rU 
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(b ) ,li1i -," Fn .51.r, rrl:-5 L .,-*--q (a ) "lti vs A aLi

:(u.;5,r. sl-u.,-l r9l-:5

G (MR)A =tMA; 3,25 y kNm = t1,75 1l kNm-[0,6 0,6] rr,rm + Itflz,so z,zl kNm- (;)2,50 1,61 kNm

+ y= 0,458 m

l++tu AB Or.- ,l x aLG C BC.glj\ ,c C al-ii; { lr Fn c9r.* Oly,-f .sl*JUil "l'-l ,l 
o':li:-l U

:uiL ;l; A aLil Jf iq,.s9; ;91::3 t A dl"n Jf 6rr* ,rU.if ,r:'".,"tr ; Jl-- ;',-l ,': ":9';

G (Mn)e =tMe; 13,25.2,21kNm-[2,60x] 11'1rn= ['1,75' 1] kNm-[0,6'0,6] kNm

trltz,so Lot kNm + x = 2,177 m- K;)2'50 2,21kNm- ..,
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-F,r.a(rR)x=zrx;

t.2m
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1A-f JLr.
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dt-F"q j)|r", .r..-ira .99r;, .1,- !
lr *-irl .Str+ O,-l )il /L;t 9 or,5

..rJ i**; l, Jlo
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:b9.f 6a7
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(Fn).=xF.; FR= (FRL=-500N-600N+100N-400N=-1400N

":-J z 
'g. ;':,^c.q> rs u-l o.r.i, osL:rL:; (b ) ,$ 1 af F* ,1,-l; .59; olo;.1

:lo19bi.f 6.c7

o-,lr.sbt_p a-c9-2.. L.ir.l S,r" r;l (b)rl*ro P(x,y) oL;; a, Pa!;;rs a5.Fp *-1.,1 .s:r.
x t*" J* n Jl. r .:rl9 .gl-o9; .gl-or9L;f g^2.. t 6'l ,9b;5 a5 c"-l ;rlno (a ) r[,i r.: Jlc ,1

:c.--1, c,--.: ;9;G ;l ocUi;l ! .0":'lt lh Y ;s^^ Jf e^ I

(Mn)* =xM,; [-1a00 y] 1t1p = [500. 0] Nm+[600.0] Nm + [100.5] Nm- [400.'10] Nm

-1400y=-3596 + Y=2,50m

(Mn)v =IMy; -[-1400 x] Nm = [500. 0] Nm+[400.0] Nm - [100.6] Nm+ [600.8] Nm

1400x=4200 = x=3m
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p0-70q p0
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I o J IoJ

FR = tF = Fa + F6 + Fs

(Mq)* =xM*; [-700 y] Nm = -[100' 4] Nm-[500.2] Nm

(Mq), =xMri [700 x] Nm = [300 4] Nm-[500 4] Nm

.sr9l c.,.,ra, Y9 x.gto,
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)010q
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Toox = -8oo rz\ =lY 
= t n

lx=-1.14m
0=0
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3(FR),= rF, =

+t (FR)y = tFy =

G (Mn)o = tMo;

0kN

-2,5 -1,25 -2,5 = -6,25 kN
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Yl-f .lr.F
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,l ,.glaI,-Li a.7 ,.: ui_ir1 rsr* &.1 ,.9L-1, a5 .r*5

.S.r. Cf lr J.p A 1lil

JSJ c5tar-1-;; 0j-..'.:- t? ,r:ji9 Fs.r--l; .9911
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,1s(Fn),=:Fx = (;)051 + (0,25sin30") - 0,425 kN

at.)
+t(Fn)y = tFy = 1- [(u)0,51 +(0,25c0s30") = 0'8165 kN

G (MR)A = xMA; 0,8165 x = (1,1) -(;)0,5.21 + (0,25c0s30'.3)

..,.i! ,rl_,r A atii; J9 n:-,.r.-
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l(FR )" I

x= 1,04m

(h)?*(rn)i = o,e2 kN
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..,.3! _,tl.l A /Liir Jf pj---.:.r

yt

,I

3 (F^),, = lF* :

+1(FR)y = xFy =

G (MR)A = rMA;

4
t(u)1sl = 1z kN

-zo+Xfyrbl= -11kN

fr* )i * {r* f = ro,zzs r,r'r

o''lffl=+z,st X-
x:0,909m

,R-

A_

9 "rt .-t-F-l? j-;lpt 'ru'- 
l,.1 .tl-r'

.S.r CE l) AB y;s
v

-11x= -(20.2)-ttftrs.a *Xf1rs.q +
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:J>
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1F*1, = rp* =

+t (FR)y = tFy =

G ([/R)A = tMA;
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= 11,18kN
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?
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L lr JS,i ,s o.ri oslsrL:j .5rl.r5rb p,"..,.,

9 "rf ct-F-q ;rlp-o .r'--ir1 6Jr# .i-
l, r.,,-i.1 ,-99-6, J,"l il 4t-ij Y 9 x oL::L

.a#5 O-*-

(Fn).=!F.; FR= (FR)z=-500N+100N-400N =-800N

.s;l€! ei-,,*.- 6ta9; as9.-c, !.ril S.r -r.ll (x,y) c,L^:; r.glrL;: r.: af ,Fp 'r--l-,1 .sl.p

Jf nr r x t^^ Jf o. ,.srl$t! F-*y"- c5br)+ .9Lr.19h.:5 g5-a. t ul t9l::3 a5 c'--l ;rlpo

:c.".,1, c.--,: .r9:G ,l olUu--l L .$! ;l,1 ! 19:..

(Mq),=xM,i (-800 y) Nm = -(500.4) Nm - (400'4) Nm - Y = 4,5 m

(Mn)v =tMv; (800 x) Nm = -(100'3) Nm+ (500.4) Nm + x=2J25m

Y2-t A.*
t l_, JSJ ,s ou.i., osls.lL.LJ .s-'l.rlt! nr-,*,

, "cf e,-f-l+ ;rl,o-o u--'lr1 69)",, .i-
l, u,,-i-1 ,3:9-p J,-l jl dJ"ij Y 9 x oL::'ca

..J O--.-

(Fp).=EF.; FR= (FR)z=-100N-100N-200N -200N=-600N

.grlufrb ,e:,,.*.- ,9ta9.,*: asg a^ ll ,r-'g: r5.+ jl (x,y) oLa; a'.5lat-a; rc a5 'Fp J;'-1.1 .s.l-p

Jr rr. I x .s..><a J9> F.o .6,lrt)q p--.*- 6169)+ .96r9b1,3 e'"+. ! .li ,9L;3 a5 c"-l lrl,oo

:c..,,,1, c.,--,: ,9iG ;l osLii:,,,| U .$! .;l; Y ,9:"

(Ms)* =xM,i -(600 y) Nm = -(100. 3) Nm +('100' 3) Nm + (200'1) Nm + (200'1) Nm

(Mn)v=xMy; (600x) Nm= (100.3) Nm+(100'3) Nm+(200'2) Nm+ (200'3) Nm

:crd; )!)

:rp
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-600y = 400

600 x = 400

+ Y=-0,667m

= x= 0,667 m
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i{i .c-"t Jrlo rl.-+

e )::- ; Jrt.,o e d5.,rnt- "s/J.grl5rL \f)- )r 9

p= p(x) N/m2 5,b L 9 ;-l .s-,l.r5rL ,,-l +L> ;l .:l ,lf u:5

l, ,.g;l.rf;L ati oli.r.9 ;-l x Lii 6,b ;.,lrp; ';;rf.r" etr
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+L-- rl ."19.:J.: ^t^;; p Jf osr:J.9-,l3rL;l 
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L
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ylrl u--_ir1 .5e; "llsl .c.,.1 ;;L'i Je.> ,l "oU:.-l
e^L- ;.-1,.." L c.,",1

1

F* - ,(9 
m)(1440 N/m) = 6480 N = 6,48 kN

:6,-lr,l'r .srj.(- (c )LlS.i )r C aL;; d,,.',- .e-b-. e,-l ,s-s fr;l F^.9r; .9L-1,

1

x = 9m-:(9m) = 66

I o.r-i oclo ,L:-; (c )"ffi )r a,r;j Jr-l

,c p= p(x) 6,l.rf1[ ;lse.-; ez- f r J I *F ,F -rr ,st* l, Fp .u.,-i.,a ssrp ole'rr" t.rtJ$

L Fp "llsl o9)lc a.,.sf J.lf CLi (6m,0) atl ,c l, x-y d-i.. FR r.sf ,.r.l rs.srjK, (a )rp-i

:,r::-.,- ,;-l tG SJS.,\ r1c9^; 1j p+>

1.
FR = V = :(7200 N/m')(9 m)(0,2 m) = 6480 N = 6,48 kN

ri : 6.48 kN



9m
(a)

YY-f Jtr"

,t (a )"lSJ .31lt ,-S.,+ .59, ,, .gldls rlf g-jf

Ssi J* 9 o1l.:.;l ..r5.r- JL"tl ,* ,, l, 6lo.:,:J
lJ ,""- l, o:r:J ,l .r-l ! j,,'o" *,1rr

:'-l>

Ol_f .+ I c".-l 
"fS-: 

.gl+iirrgi o.:r:J tL. $ *-
i.-.:a, J91,:.- )l lt *- .r,-l ,r-,ro f t^ 9 ";lsl
,r o:l; : .l t'. ;-+-- ,lr.+ 1., ol:* ..ll .",,ti
jo;L Ct- 9r I a;;9i :S f eU,JJf ,,--F"q

;J:- osL CL :" tr I ((b ),_F;) .tl":*" e cJi

rl .i" _r" L.i oS ,r.,-9; "llsl .rr^, J- ((d )JS"i)

",lsl [ ,:9.::,,r- JLcl t-o.grl,rfrL ";L 69t- .r.,-l

o:l-o:-l Jrl JV i .F'.':-l .991- i1 rbLJ- d--
U-J":*" 9 cJi o':L et- 9.:) .:9-

1

F1= 
, 

(9 m)(50 kN/m) = 225 kN

F2 = (9 m)(50 kN/m) = 450 kN
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(e,5.r)kNm= (6.1)kNm +(1'*)kNm+(2,5 3) = x = 1,561 m

A1
2m1

rtlImJ | |

-4/1 m-- 4 |'---- '3 m 

--,---+

r



6 kN/m

1

+lFR = :F- (;'3 4,5)kN+ (3 6)kN > FR ='' 2

( (lMn)e = t(M)A; =
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l-a Jk"

.*5 O**,J t, (a) 
"l5-:: 

&b .'---*-s f_r

(b)

: J,>

.c-l ou; J,S.:.t (b) ,_|l,$ at.t" orL c-"*.-! a- rl n*,., ;,-l

,s-s fy ol-r{.ro*5r.:* oaiJ* -..; -p,5, t "p*i rc 9 ocf ;**; L." 6 r",,-s f;.
.,v-r9i,r. ;*,.r, wE .-,[-ll. J9r7.1l o.:l;: .1 ! t- , 6]5JlFl ! L O -- t

,orJ pb..;l Jsr? J'yo t drl*l.*. c-l ;+ rK ,:J ypr- Sl,t

,ir-ltti
_ r i, L, 1 1310x= ' ' =-=45.5mm

x Li 248,5

_ ri, L, - 5600
' x Li 248,5

tziLj -200

i*!i L1(mm) i;(mm) li (mm) Z; (mm) i,L'(mm2) !' L,(mm2) Z, L' (mm2)

o n.60 = 188,5 60 -38,2 0 11310 -7200 0

o 40 0 20 0 40 800 0

o 20 0 40 -10 40 800 -200

248,5

tiiLi =
11310

)YiLi =

- 5600

s; | -
- 200

248,5
: - 0,805 mm
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h ," @ e," : O cJ:- ocL, *- sr tt +^ J JS-t" bly,r^ l) (:s r *-) Jt ct., Jtu
.c..-l ou,:, nS,:1 J O r+!,- ocL, eL- ar:^y, aS csf

vy

(b)

ii' Ai (m3)

tYi.Ai = 14t Ii.Ai = -4A= tAi= 11,5

[t=":'to = fl=o,a+en'

1o= if''^, ='L =,.rr^
f' >A, 11,5

c=(r,D =
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Y-A Jtr"

,!t<* +,5 ir**- ! (a) JS^x €. *ra er f r
"-JF.J JK" e pc =8000 kgtm3 6.nE L9j;,.

.g|a.;le.-l ,JL Lt-i^ Ls.c..*,I pc =4000 kg/m3

..:-1 o'r.5 rla,-l 25 mm 3L-:, a.,

(1 kgi m3 = '10-s kg/mm2 ;

: tP'

rb)

,|-1 "Sr "lS,l:, 
;cr9i ;-ca, .gl1 .-;1.: (b) .Fi (9llt oJL ;----6 rl{e il JSj:t 6lr;,r. ! a-L! ;,"1

,-'o; p+- rQr" a r,-l Ir-j."y" r.59 sQ J J-e Jr e--+ 4^^^ ;llt @ l O ,sQt* *--!
,Ll (b) .-[-l ,s c^"--j )-o pz- f r 7 .*.- + J"9r. lL--l-. o9, .,15 .rt-!. Jir: ,l o.:l-c;l U ;'::"a

t= y =0 :'rJrl': jle': or* Y Llt d"'J rJ 9l+*r iLr oJir-l c o?i L '"-l o'r-l o;l'>

atlr rl ;19;,r" l, c*6 ro eja.$Ll.r" z:L\ilt :o.,:i ro.;-l &ru W=mg 4ii at-l {9 g or"x mi

,lra4,r]r;;;,
l,<,r._
8',",'

.ry _rl'a, ;L-L2t,o ,: 9 .)r9l c,--ra, m 1 = P; \.{

i- 21 (mm) m i (kg) Z;.m; (kg.mm)

o 50 sooo(10 e 
)(;) r(50)2(2oo) = 4,1 se 209,440

o -18,75 4ooo(10 e) (:),r(50)3 = 1,047 - 19,635

o 100 + 25= 125
^1-8000(10')(;)n(251'(100)- 0,524

J
- 65,450

@ 50 -s000(10 
e; 

"1zs;21loo;= -l,szt - 78,540

Im, = 3,142
r'; - -,4EQaEL Lt rti - 1!,u t!

z _22,'mi _ 45,815 _- 14,6 mm
x m i 3,142



lYt

6.:1-..J (s..Jris f r (x,y,Z ) iil4:r. c-l ..JJla

.c.-l o.r.i p- .J.?U. "1ft .91tJo af

:rF
J-l-ir J,U-JSj ,_llLo osL g."*! a_- jl e-- ,,,_l

.c-l o.r.i

y ,-15; rs , "$ J'..; L ,-., e r" .s-s f_r
F^5,J. ,J.r..l." iJ*! r" .Sf_l

,dr-hl+
_ :iiLr 345000
x = r.r- = .r^^ = zoc,Jbc mm

-ri

-_ xi, L, 420000
Y= ,t = ,, ?rxt = JzJ,ull mm

--l

s; I onnnn
= -LiLi -uvvrrvz=- = -Ot.5dimmxli 1300

>\mm -,.

L;(mm) i; (mm) 7i(mm) Z1(mm) i, L' 1mm2; !,1,1mm2; Z, L, (mm2)

o 300 150 0 0 45000 0 0

(^ 600 300 300 0 180000 180000 0

a/ 400 300 600 -200 12000 240000 - 80000
st _aLi-

1300

tliLj =
345000

ryiLi =

420000

- LiLi -

- 80000
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.J,u.

JS-; CA *- f ," Y jdJ,- ,j*:J,:-l ...,rlt"
.J,u.

:"[r

xv,A, 7125000
v j -----:-.i---r = lJl.c mm' xAi 30000

:rp

v - x7iAi - 6500000 
= 162,5 mm' tAi 40000

9i (mm) A, (mm2) !'. A' (mm31

150 15000 2250000

2 5ZC 15000 4 875 000

30000

t9i Ai =

7125000

i- Ii (mm) A, (mm21 !,. R, (mm3)

1 zzi) 20000 4500000

2 100 10000 1000000

3 100 10000 1000000

40000

ryi.Ai =
6500000
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"l,U,[- AtL.

a-a u-.*j

y,y a.t^i f;z f f (X,y,Z ) .rL.:; c-"1 .-y'L"

.,_!U- Jfr aU..,<"o

x=tiiV=1.667m:rv v _ tIiV 
= 2.944 m'rv _ LZV

\- t/

i r*! i1(mm) li(mm) Ai(mm2) i'A'(mm3) !,A'1mm3;

1 25 200 20000 500000 4000000

2 175 25 12500 2187 500 312 500

'*-fr
c(r,y)

32500

tiiAi =

2687500

ryiAj =
4 312 500

- ti'A' 2 687500
- dz.olz mm

32500

\-; A A ala Ed
- -'ti ^i' r A. ?r6nn

,ir-ltQ

a:.o,J

I

xi

(m)

ti

(m)

7i

(m) (13)

ii V

(ro)

9iV

(r4)

-t 'l

(m)

1 3 84 84 294 252

2 4 1
16 24 96 24 JO

108

xiiv =
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tiiV =

318 288

,arlrl+
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(m)

Yi

(m) (m)

V

(r3)

iiV
(m4)

7iV

(ro)

1'l

(m4)

0,25 1,25 0,9 2,25 0,5625 2,8125 2,025

0,25 0,6 0,675 0,16875 2,025 0,405

0,25 0,6 0,675 0,675 0,16875 0,405

riiv =

1,40625

rliV =

5,00625

rziv =

2,835

',,-ltl+
_ ri, v 1.40625x= "rv 3,6

s; \/ E nnAtc
i = 'ti'i' rv 3,6
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:rF
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oli et- b Jjt 6119,:;L-cl, e=2x 4.91;ollsl a,,-1;-! fr. r,-l .srl.: rlr!
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A-A Jtt
.(a ) .-lS.! )r oui oclsrL:; ,,1"l5,"--a ez.- 9 &' ceL*. ;.-l ..,,Jt

(b)

:rb
0 = 2tr 4.911' ollsl a, (b ) ,$,i ,.: oui ocl;;kj !t"rt, ,ka ;lr9; ,l ,t; rt^ *- :e.h*r ceL.^,o

,s.i-,,rl ou.i, oslc;L:J (b) 
"[.1 ,r i 

z tf- b t.- orL * f r e6..r.,-i,r. ;.-.:a, z;92 J9> rsu.,>t,

:arsii

A = e tG Lr) = 2nl(2,sm)(2n) +1lry1,[rn f * 1r n f ) + (3,5 m)(3m) + (3m)(im)] = .1{lp2

o.ri oclc..lLlj CL- 9.: ;f9s ;l n-.e .r,-l pa> :F,eir F.*.t
;.,.rsu z )t^a Jf ;t_"L 0 = 2n a,-sl) o,l.r.il a, (c ) 

"f*, ,c
ti t: z 

'f^ 
I; et- 9o ,.,-l ;l ;l .S.,- ,o flr. a.LG ..r,- i.r.

:a>*:J ,c .--l o.r.i ools;15 (C ) JSJ

v = 0r(iAi) - 2n{(3,1667m)tl(1m)(1m)l+(3m)t(2m)(1m)l}"2

V = 47,6 m3
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-t-
1m

j-r
I

i

2m
!

I

l

__. _i--

z.sm +1J;1rm ):3.t667m



t;------;
ir =0,75m ; L1=1!2' +1,5' = 2,5m

72=i$n.;lr=1111

ie =0,75m i Lr ='1,5m

io =0 ; 1-o = 4s1

r,=Jr,s=o,s'

er |'rc.2 =1,sm2

r,=!'rc=o,ts^

Az=1,5.2 = 3m2

IYA

v-A.Y-F

ez- s l? rE et'*, c-eL", .:.'',; c*,l '-'91t"

,_l^ie.;. elre,: ;l a5 ,,-!U- ;fft .grlt" ,s.--+

(eL-sl, 0=2n ) 360" a"-91, orlsl a, oo"i, ,.ii
.,r,-.i.r.o .-.";a-r Z .tY- Jf

:p-.^^-- .;rl-- 6t "
A = 0t(i Li)= 2n(i L1+... +7a La)

A= 2n(0,75'2,5+1,5' 2 + 0,75'1,5 + 0)m2 +

A = 37,699 m2

:F-+ oi{.>

V = 0t(iAi)= 2n(lA1+i2A2\

V = 2r (0,5.1,5+0,75'3) m3 =

V = 18,850 m3

:rl

|\2
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ir =t,s + 
l.o,s = t,ssm

Lr =0,9m

iz =1,5+ 0,9 : 2,4m

Lz = 1,5m

ir=t,s+l.o,e=t,ssm

l, =fl*od=r,s'
ia = 1,5m

La = 1Q1\$ = )1 7n

ir=r,s+ j o,s=t,osm

41= 0,9.1,5 = 1,35m2

iz= 1,s+J.o,s = r,at

nz = l.o,s 
.i,2 = o54n2

A- A ,-lfr.J'

I ,-;..,6 et- c,.-1,.. ;**; c-l .-,Jt

;!e.: ;l a5 ."J:U. Jft &L .r."" 2 ,.+-
360" a,-91; ollsl a., 6J."i od.:- J*iJ'

..r,-i,r." ;.--,:a, z ;t* Jf (;[-,:11 0=2n )

:'t-..e ,;.-1l.> CL,,,

A = 0t(i Li): 2n(i1L1+... +iaLa)

A = 2 n (1,95. 0,9 + 2,4 1,5 + 1,95.1,5 + 1,5. 2,7)n2

A = 77,472 m2

:P--q 0+>

V = 0t(q Ai)= 2n(l A1 +i2 A2l

V = 2n(1,95.1,35+1,8.0,54) m3 =

V = 22,648 m3

:rp

l.2m
I

I

I
l

1.5 m



i1=150 mm

Lr =300 mm

i, =50+ 1. 150 = 225 mm

Lr= [so' * 2oo' = 2s0 mm

i3=150 mm

Ls =180 mm

i, = 
1 .150= z5 mm"2

L+ = 150 mm

is=o

L5 = 180+200 = 380 mm

ir =75 mm

Ar= 150'180 = 57000 mm2

i"= 150+ f.tso = zoo rt
J

n, = 1.tso .2oo = 15ooo mm2'2
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l-a orF
g 6.tE et- c..-L- ;-; c.,.1 .-y'L

;lr9s ,l a5 ,.JrU- Jft .1tt ..'",,-r n-.-
360" a-,-91; ollsl a, ori oa'.:- J.iJt

.. r'iO c..-oa, z t^^ Jf (sL_sl, 0=2n )

: r)'>

,tr.- G-)l; Ct ..
A = e x(i Li)= 2r(i1 L1 +... +i5 L5)

A -- 2 n (1 50. 300 + 225. 250 +

+150.180+75.1 50+0.380) mm2

A = 876504,35 mm2

:P- + F+>

v = ex(i Ai) = 2x(\ \ +i2 A2)

V= 2:r (75.57000+ 200.'15000) mm3 +

Y = 45710173,11 mm3

-T
l

180 mm

200 mm

-L
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ez- t d.,E 7!" c"-l*;.*'; c^-l "9lL
,-Jj9;r- elreo ,l af .,-!U. jf; gU. ,r^.,7
(.11-,:ly 0 = 2:r ) 360' a,"91, ollsl a., o.:"3 ,.i-'i-

'',1i,r," C'--oal Z lf' Jf

:9,'.-> o>;V 4;b'"

A = etc Li)= 2n(71L1+ .. +iaLa)

A = 2n(0,75'1,5 +1,5' 2 + 0,95493 2,356195+0)m2

A: 40,055 m2

:fo.^q F+>

v = or(i Ai)= 2n(\ A1 +'i2 A2\

V = 2n(0,75. 3+0,63662' 1,76715)

V = 21,206 m3

:rf

r,=)'r =o,ts^

Lr =1,5 m

iz =1,5 m

Lz=2m

i, =4 = 9,95493 t

4 =|nr=2,3561e5m

iq= o

La -- 1,5+2 = 2,5m

ir =0,75 m

A1= 1,$. 1= J 1112

ir= !=0,63662m5n

nz=tnr2 =i,7d7ism2

m3+
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.J9^l.,- o-!*-iij ,r+J

6.bs 9 6;F e-h*l,.$b 6Lo19Li.iJ,-xl a!l.l Y_?

aS S:f. Slt ,_s> ,:-*: .f-- 6'f- P.? c-"*j et., rjL JJU$

ea,.y-l .crji C Ct- f r J ".,to^ 
a-1L-- crji Cb 

"1 
f r J

.,1j s.,9a.;l af.-G t aJ.i:-l o,r.5 J".(5 *$95 ,lra a!- ,-Ls ;l

)lJi. .$- o_,lo-o dA Szf rlt Jl-l eL; ct- rL )rk:.f .$)lr

q .r;xLr y !. r + y +LG .91rlc rL- a.1a5:1 ;l JU- .i--.-l c.';"

U-"- J dJ ,rL JJi- ,,-l .slr., A *^' JS JL )JLr-:t ..ti ar-l

.4 )r,- ol(--o c-l or^1 J*5ii y2dA c..j- 6tasrtrt

e-h., .!t 6tar9L-Lf glgjl Y-2

ela-, .!Lo 19L,1^5;r5o ;L.:.x. ol(.;c .S,- ,: ,19, cl u*-+*o

,l dA CL- ,-rc aL-lJ r ;i ,.: af cr- d--'J l) (Ip L-) Jo s*L!
: ,:9;,r. a-:c^:-i 

"fS-: 
,1 .c-l ( z -.st* [-) oL:; 'l-r,

Lo = floe
:4:*; JJ ,--l 12 = x2 + Y2 ,s9?,|5; a., a-9 U

x
Lo= lr2on - [{*'*y2;on = lx2on * fv'on

:.;rl ;,-l ar

J6=I'+It

*j--q .$! .r. ;La;:n- "ti;r oQ-- ,t ,$:* Jo 45.!-l { d?i L?

.r:t -iLU -,L;i- oLfu; ;lr9; a., c*l

t

F (I,+ Ir) = Jo fu-+
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Y_?

\. f r t\ r.F )eV-iS Olr' + .r.r+^.) {-l At-- .!lFl )rUi .CL g" 6ta)e[,l5 ;l F-" ,r!.
u;1.: ,lj x-y oLr; a^;,a )r 45 e^L. 6ly ,,9l';:3,_r,-l .("r.'. "r"^li F '-,il.|> )tL:.t

:.:9-i.r- .rr-;,r, t-j O_,f { $!

I,, = loxydA

;1 oL:-*. .91-or9:.. +- 9 --rr q ol)lr { I tW Cb ";lsl 9 "f5; 
* ,9V:3 ,,-l ,l'rL

":rl': J::-
:" Sll\1.);*rf f-,-sl;;l ,9l'::3 ,.r^:-"-,a a--i ,tt^ sr )l *S, C ;..-; "5 ,rJU- e*- ,Sl t
x' oL:!L t dA et-- j-:- 6.,-:;B sf* F"..rt _.rr Y J x i:L;:L L dA et- r-G;l .5""

, uS S;* ..:rl,: o949 Y'9

xy dA = - x'y'dA

.Sri ,r- .Jr- 6FJlfll )r ,j.,- 9J )a J oJ_i{

ooLo 6-h*r'Ua .Sl; C-h*l .tjt" 6l'o;9L:,&5 6-2

: t{,J tj.

: .$; .1.^-h;.."- eL- C!-,
v

(a) 
"g.r 

4 is- t)";
+Hl2 +Hl2 ..3. | , ,, f t^, ^ r 2 , ^ y 'tltzr,=J!-dA- JY-boy b J-Y-oY-bT H2

A -Hl2 Hl2

, BH3-^ 
12

Lt:qs J

r, =9, Jo =r*+ r, =fl{H2+a2)

Iry =0

H

ln,t*

(a) Js
l_n_!



IYA

Jo=Jr'dA=2nlr"dr=2rj
AO

' tr -4

: ,$.i .9lo_;r-l; eihrito Ala*J

v

Ix

Ix

+I, =2I,, =Jo

=t, =;Ra , r,, = o

(a) ,Fr,

: 6lo-;r l.: a.iil'>

.t )yb+ oly ,r. l, R; ,r1--1,: 3Li 9 Rr,r>rb- 3U:, t "lS-.: 
.91"r,-1.: di1- .i- Ct- rjL .91-o19L-::5

,r9i.f o.J f,-c e.;k I .or91 .:-.r, et- 'lr-=l iL .gLor9[;;5 e^? .t-]t.,1 Jttful

Jo=;o(Ra) -Jo(Ri) -ftn"r-n,ot ;

t, = 1,, = 
n 

1P"a R'a )A-

:,.lsJ-IJ+s:r,

i...; " bxh e BxH c#- sal 6)s rp c9r; !
: s95 .r. U.;i

, ,BH3 "bht,r*=t U t nl

F__ e -l
(b) Js.r
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2-?I

ot<:,rr .(J- ctlt $L cSLb)9L:j.f +"lcl ,s ,t-ol9;! ,r- O9';5l

L l_, srls.,lr-6 Ct-,,-tr j5r rr...,i,1.+" a5;,-;rK oL;n
a, a5 GlaJ-;,- oL(;s .S," <Sl I AJ-l- .5toorlsl
d.^,--U- c,.-l "-\i F{F ,s)ly t* + .5 .ic = (x6, yg) ")lsl

..:.o,: ,r. ;L:^; l, .r_Jtr ,.r** (a) Jtj .F..1j

6,J" x,y-oL;; ol51is _rl x-)r^a a. g.*j $L JgLit
: jl d:..^,Jl l)l:. , :llu

t, = Jv2oR

+ Lyr y';),.;i^ ,y-.h )l \t y l-:..;..,-l ,c Jl9: ,.j. JL'
Ol* yc..+,.- oL.:; j Ji f r r.: 6619 iiL-::i" ol-ft.-.:

:.*:,9; ;19: (5- *}i +,1 + ai 1y = y. + y' ) .:e ;

t, = J(lc +y')2dA = vc2 fuR * 2y. Jy'dA + Jr,2on
A-.-\----vJ!--.v-'' A Ayb=0 lx'-tx,C

Ix = Ix,c + Yc2 A

: c-l .;.:L;
Iy = Iy,c + xc2 A

r,, = JxydA = J{*. * x,)(ys +y,)dA

= x. y. 
JoR + x6 Jy'dA + y6 Jx'dA + Jx'y'dAl- ,ili_ic

Ixy = Ixy,c + xc yc A

Jo = I, + I, = Ir,g +Iy,6 + 41x.2 + y.21

J9 : Je,6 + rs2 A

e(f Lai.*.o .gLo.19:ro 6l y JUijl
( Steiner ).p-tril aul

(a) 
"ls;

( \-r-r ) Y

: ,a,_rls ( l-P-P ) 1r1 oY,:L-;l o.:l;l,l l.i 1; *-ti JjL )rLjJ csl,, J

( \-r-r ) \

Y .tf* *.r-i Iy 6lt U;t" O'"1

( \*?-, ) |
: ,o,-rl.: .ilr-.;l ,9::3 6ly

( \-?-, ) f
l, sL .9br9L;-5 ;lg,r. .-YcL- ,,-l 5J q ..r:.iL,r. .i9r.'- ,..-L*xl ;!G + (l-?-i)'_y lY;L
jl .rrJ d-lrr.-. ,:.u." .grKJlrsi:ul ;9.r".!lo.r"f Q+Q ,S)ly ;* + oS jL-:-". .91ar9-:.. a" -*;
(,-Alr-;l .9tor9L.:5 dj JJ) JjL .gta)jL,lf )lri. J,-iJ oS c.F a:*.;619:.r. (\-P-2) g!cL.

.$rA<- J"ii f ,^ )l S +-l ;Li.;; slsttz- * Lyy

y: y"+!'
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l-t JLr"

.x -,ttv" 4.+.i*;,(a) 
"f5..! 

r.: o.r.1, "slo;[ri 
(6h" J'jL )JUS) ct.,,r-P-l ,iL. ,i"-''i c"'-l .-'.9'lt"

f.- too mm **] l- roo ''* 
*l

:rp

:6.hr o.!o.:rPi.ii' 6trc,.*5

q9100mm Jeb+,.)*b:.^'^L.tJ2smmgL.ia,.5tr'',lc6L.,;rf F jl Olv.rl(a) JS'iet-
.;-,1 o.r.! osls;L:-; .pi r.: *- * f ,".((b) JS-) crgi c-sa' 150 mm ;;c

:(-;i-Li.^!l a,;i) oLa:i.*" .9Lo;9a. .5j19'o JU;l iu'a!

x-:f.r1c*! or.,-1.: t J4J;-.'^,r..,r--l .glo;L- 1l ocLiil l.'- .,f' t c"**; et'' ,r'"r--l 6lo.1L,

:.$9,,r.r. .r'eJ oL+:.. .gla19:.'o .9;19" JUi:.;l a;'! 9

r, = r,, + Adi = 
+(100x150)3+ 

(100)(150)(75)2= 112,5'106mma J*Li"'-

mm

@

r, = f*, + ndl = |xQs\a 
+ n(25)2 (75)2 =11,4 106 mma

or'-l':

:c*?

:L ca ual9.> )s x-r4. C c-.,,., y'- ;.ty *- €-r--l .rL'Y.-'i .t"l {

Ix = 112,5.106- \4.106 = 101,1'106 mma



100 mm I---t

trA
Y-t Jtr"

Iy I I*. ,.t r,+-l ('l;l+L* +y.,J +.-l t,tl."
9 x d;lp)rr." a., i"r; e!U.e JS'i Ctl" At-

.$).tf.5. cLi" o',-l *- f 
'^ 

J s v

:rp
:e-h."r o,jiar Ji..,:i' .9 lnc.'o*;j

,A l+r* et- a.- + ,tlyrr" l, (a) ,_lS- et -
&- e f ," re^J F+- !i (b) ,g3 sU" D e B

..;l oui o.:ls6Li 
"fS.,l, 

,c

-f-
400 mm

lr
l_-_

I
100mh

---1 
1..-roomm

600 mm_l
(u)

v

l.-
100

300

mmlI
TI

0) 
*-l

:C!t.aj4.o .9b19.*r 6-i19o J6:;l a*;!
Y j x 6lo19*. C .-.,- eL- .r."r--l .5lo9L-

,stl":-^.* C*- ,s.*.l ,.gtorL." ,l oolL..l !
.9jlf JG:ljl o*.i! I y 9 x 6la_19:..o ar ;, .:

:.tr;9i,r. 6;; c,L;*^ 6lar9a.

r,=r[(I,,;)+(Aldf;)l ; rr=rt(r,,,1)+(A1diJ)l

. AB=600'100= 60000mm2 . AA= AD= 100.300= 30000 mm2. i=A, B, D oiro,5.
:ac..: r.r..r.;.),1,=- dr,g= 0 mm r dx,l=dx,o=250mm . dy,g= 0 mm . dy,l=dr,D=200mm

J 
r, = r,,, * 2t,,a = [r1,s + (AB d?,8 )] + 2[tx,,A +(AA dy2,A)]

I Iy = Iy,B + 2rr,s= lIy,a+ (ABdi,B)j + 2[ir,,a 
"(An di,e)l

x

l-f
[ 300 mrn

II
l-.-too**

[, = ui 600. 1 003) + (olt + 2K.*.1 00. 3003) + ( 30 000 .2002)] = 2,e. 1 0e mma

I 
t, = ttri 100.6003)+ (o)]+ zt(f . 300.1003)+(30000.2502)1= 5,6.1ss ,r+

t
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/ l-.14\ -l -\)9lJ./ Ur& Jii! (4r ufilai

Stt t,y \eJaa o-;.t - /el,zl.>-)

, x J@-rgtu cr ::*j JLa4 UlJ-:
,. .t.$)o .5o cr.!" .t-r eJ.-

.l.,2

:eia*J o"r.i.arr$:jr., d tbc"4*5

CL" * C,_ii Jti. &.,tE.+ | (a) J* CL.
.r'- F:-",j (b) 

"fS- 9,.U. De B ,A.r!.:---
.e-l o$ o.:I,:;L]j 

"$i.r.: &- e f f
d, -*; el5,i, !k* eh.. 9 ,slS;l ,l;:.f
sj-rf.r. -tL:*. u1 f r J aS y' 9 x' ,5ta.,y..

.c^l ,f..

:e-lL4^i:t-o 6 !019-*^ 6j19.o JUtl a-'ai

! Y 9 x .5t"rro. aJ j t .1 erl ,sly;l ,tL;S
..,ud-.... C+- -sl--.:l .9lor9L;-5 ,l o.:l;: .l

+;! , i:*l )"- $ y' 9 x' .9tor9.. q.-".-
:JJj.,. ari-'J ;L-:-:- .9lor9-x" .grl9- JUill

-r-
400 nTm

lrl-
1;m

100nm l It,;

-i l-too mm
600 mm---l

(a)

v

2-50 mrn

200 mm

--l f- 100 mnr

=t
mm

l_
300

r
300

-L

(b)

r", = l[(i,1',')+(A;d, dr)J

, Ae =600.100= 60000 mm2 , AA = AD = 100.300= 30000 mm2, i= A, B , D oir.: oJ

:a-*;l .,s .-u--:lL.rr dr,s= 0 mm I dx,n= dr,o= -250 mm , drs= 0 mm , dy,a- -dr,g= 200mm

Ir = [I,,y,,r + (AAdx,Ady,A)i+ [I,U,,s +(Asd,,sdr,s)]+ II*,y,,0 + (Aed,,edy,o)l

I,,, = [0+ (30000 -250.200)]+ [0 + (0)]+ [0+ (30000.250 -200)]

= -1,5.10s 1mma1 + o - 1,5.10s mma

Iry = -3'10e [mma]

.Jrl.:.ri-y9xetLi,..:+iqD9A.gtor[-k*.St f_r. d.:-lJ'l ]tL; a".r-0...^ ot_:J rr-l



t)"b*-L s

*-f'^Js

'lf .

l-P a-*
I, ,-s-_r--l .SQIL" O*..", ;..-l .-y'L

Y 9 x 6:1o.19,a.. { c1*i ,_,tl*" Jf"f
."u,f,f.+ ati. O,-l

:aP

50

T
I

200

t, = I[(I,,,;)+(A;df,; )l

= (r*,,r ) + (A1 d;,1 )l + 2[(1,' 
,21 

+ (A2 dj ,2)

= 11f so.+so3y*10)1 + 2(;1s0.s03;n1011 mma

I, = >[(Iy,,i)+(Ai di,i )l

= [(Iy,,r)+ (A1d|,1)] + 2[(rr,,2l+ (Azdtr,z)

= ttf +so. so3 1 * o 1 + zglso *03 1+ (s0. 1 50. 1 002 )l mm4

+ Iy= 182812500 mma

*+50t--
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t *-ry s

-rl a5Y I
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x .9loyJ,2t. "t .r.*; .J.ttL J5,5 6laii-a

."ir$,r. CtjL ,,"l *- Fr"

:,-l'>

Ix = t[(Ix,,i)+(Ai di,i )]

= 2(r,,,r)+ (Al di,l)l + 2l(rx,,2)+ (A2dtr,2)

= ttf soo. ro3y * 1300. 30. 852)l + z 11f lo. zoo3y + 1oy1 mma

+ Ix= 171400000 mma

Iy = :t(-\,,i)+(Ai di,i )I

=21(ry,,1)+ (A1di,l)l + 2l(rr,,2)+ (Azdtr,z)

= zKf m.aoo31 +01 + 2l(* 200.303) +(30. 200.1 652)l mm4

Iy = 462600000 mma
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r, = x[(r,,,;)+({ di,i )l

= (Iy',1)+ (A1di,1)l + 2KIy,,2)+ G2d1,2)

= ttf roo.so31*10)) + 2u+so.20o3y+1011 mma

Ir, = 69791667 mma
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f-2.r*F

eLiL +-, Ir, .s-p-l 6L. O**,j c^-l .-.9It"

dt"l Ct- f ," ,l 6 x' )r2,a a. c1J .J.,tr Jft
.Jj)uf6. Et-i.

:,-p

150

II
30]-
I

t,, = r1(1,,.;)+ (A;dr2,;)l

=[(r,,cr)+ (Aldi)] + (rx,c2)+ (A2dy22)l

= ttf .rso.eo3y * (4s00.4s,) l+t(*.30.1509)+(4500.4s2;1 mma

= rr,= 27 .106 mma

I c."--.! ii (mm) A' (mm2) l ' n, (mm3)

o IJ 4500 67500

(^ 105 4500 472500

A= XAi=

9000

xyi.Ai =
540000

_ ri, A, 540000Y= ;A, = n* =outt

[d,,, = 60-15 = 4s mm

-<' 
[dr2 = 105-60 = 45 mm
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20 mm

'lf f
6-? e-*

c-l ,-Jt".Jrli" Js'r Jj:r. cU &-,s1.,.,
: ;r,*';

C: (x, f)"!ier, &i" *-fr. oL:; (\

. x-y oL::L ol,(:.-s r,:

(Ix 'Iy)#er" & *,*--l--l 6L" (Y

' Y9 x g;lor9:'" a'l c*;
(t,. ,Ir,)J=jr,+ Ct. Ct- ,r-;-l ;L^ 6

eb fr. )l oS ,y' t x'.g[ore.a q -".,.,,..,

.s,f.'" C:(x, !)
z'!'>

(\

c = (x,v) +

r, = r[(I,i)+(Ai. gilt = 1f .zo.oo31+1tzoo.so211+1tf .oo.zo'1*1r200.102)] = '1 600 000 mma

I},= t[(Ivi)+(Ai'1i11= 11f .oo.zo31+1'tzoo.to211+1t[.zo.ao\*1t200.502)]= 3 520 000 mma

(Y

(I
Ir= Ir'+A Y2

Iy=Iy'+A't2

Ir=Ir-A'Y2

l'= Iy - n'x2

Ir = 640 000 mma

Ir = 'l 360 000 mma

tc^o.J i1 (mm) Yi (mm) A, (mm2) i,. A, (mm3) !;. 41 (mm3)

fi\ 't0 30 1200 12000 36000

a 50 10 1200 60000 12000

A= tAi= 2400 t ii. Ai = 72000 tyi. Ai = 48000

cr = (10,30)



lfa

+ t(;.70 303)+(2i00.1852)l

*l(! n ff)+eLoo.os2;1

\ = r[(r,i)+(Ai. tlll =U].20.20031+10000.1002;1+ttf .rzo :o,y*1sr0o.rs211+

:6*p c.-l -Jt "LU- 
Jtu J*:r, eta" CL,.sl,

C; (x , y),,[ier,. et - +- fr. ot :; (f
. x-y oL-:a. oLfut,o

(rx,ry)Jie-P" & d^- ,,-r--l ;L- (a

. t9 x (-'la)Jfta dr c*;
(t' \')J*r.t *J- aL- .s-r-il oL. (t

&- f r )l oS ,y' s x' .9lor9-a. a., .:*;
.$,5.,. C:(x, y)

(\ :J-

a r/v i;\ *

= I, = 153 560 000 mma

=) Iy = 91 260 000 mma

4
o/ oJJ d04 mm

41 186 591 mma

I rv.. a.
ll--"t 't 

=61.591 mm
J :AI
I \-; 

^
lv = rr_Ii :80,682 mm

(T

Iy=t[(Iyi)+(Ai.x!7=X[.zoo.to3;+16ooo.1s2y;+ttf to.rzo3y*1st00.1152)]+

I, = I*'+ A' Y2

Iy=Iy'+A't2

\'=r,- A'Y2

7.,'=rv- A't2

(YI-

i c*! i; (mm) ii (mm) A, 1mm2) i'. A, (mm3) !,. n' (mm3)

c 15 100 6 000 90 000 600000
(

115 15 5100 586 500 76 000

65 185 2100 '136 500 388 500

A= tAi= 13200 t ii. Ai = 813000 ty, .Ai =1065000

C:: (65,185)



lY?

Y-? u.*
:;;,-,; c-l -ejt .-LU. Jft J*t-r, CtL Ct-.slrr
C:(x,y)J^ser., Ct" Ct- fr"..,L:; (\

. x-y c,La>.01.(;J r,:
(Ix,Iy)Ji9t Ct- +- ,r-r--l .rL. (Y

'Y9 x 6;lo-19'*" a.r c*i
(i,,,rr,)JijJJ,, *;. &-,r-r;,-r ;l-" 1v

et- f ," jl o5 ,y' 9 x' .9ior9:<.a + i--j
. J-,l'.r. C:(x, y)

:rp
(1

(Y

(- ri,.A,lX= = Umm
J :Ai
I r;.. a.
lV - '--:-r--- r-ll.5mm
[, IAi

c = (x,v) +

r,=r[(i,i)+(Ar.v?n=UIzzs.zs3)+(8125.12,52)] +2.11[-zs.too31+(2500.752)]+

+11$.zs.too31+(2500 (-50'?))l = r,= 42317 708mma

t, = xt(Iy) +(Ai. xly = Xfi.zs.tzs31 + o; I+z ttf .too zs3I *12s00.1 002) ] +

1"
+ l{- 100.25" )+ 0l"12

Ir-l" rA.y2 --) T^,=1,-A y2

ly = ry,+ n. x - ry,= ry A. x

:r I,, - 34 407 552 mma

= 1r,- 121907 552mma

(t

25 mn

I f^4.J i1 (mm) ti (mm) A' (mm2) i;. A; (mm3) !, .A' (mm3)

c 0 12,5 8125 0 101562,5

rn 100 75 2500 250000 187500

fi) - 100 75 2500 -250000 187500

@ 0 -50 2500 0 - 125000

A= rAi= 15625 Iii Ai =0 tii. Ai = 351562,5

cr: (100,75)
c2= ( 100,75)

Cr: (0,12.5)
c4: (0,-50)



lfv

)9. 4,b ottJ .d:rt{ai!i!o o[53,.,o ,.llllo v-2

(a) 
"g;

,'i ,.:.,o--o.: 6l_19.: slou.i o*-l-. Oi 6tor9-. a, c*; sL 6b)9L,iJ d lJ .,;t ii. o53_-s,.fl

_l f., oS o,:1.: .1119.: o51i.: .glargb5 o;lu;l ;19:,r- J95l .Jjj.,- :*; F [or9b_::f ...,.,-l .,r9,o

.91r, a5 .rrls ,_r"sl ,-y.ll! 9 r'- 4i-G. aJgl ;La,t ot(io .gl1 o.-r.o i e.-*,s+ ,,..:l;L ,.Ll

.5lA4iJi" ;l ,o..,-r9 
i c.,.,.r, l) J4l1, ot) dg-l crl,, .FJ 6JJJlFl i.:.r.'..o ou.i os.i r> 6La,ez,

;rlr, .r. "$ ;l .p*^f,r. ocl-a .,1 .:,,1 o.r-i ocl.:.;L:.i (a) ,_f5.f _rs 4t .dA Ct- ,.-,s 615." oL:;;*
,fr9s rp a,-911 o;lsl a-., aS u1t -,;^ ol-(:.-.: r.: v J u dtLoj; ly 9x +191.,1.:;.r.", l, X.; L;19.,

: ,:9; 6lri:.-l c-l o.r.i, o,:1,:

u=xcosg+ysin(p

v = ycosq-xstng

' 
r,.i G. drc.:j p_^6D )l)_6 li,rti-iJ Jlr5;l ,.: L t-€i fl d

Iu = Jv2on = J{v.o.e - x sinq)2dA

= cos2 <p 
J 

y2 dA + sin2 rp 
J 

x2 dA - 2cosrp sinrp 
J 

x ydA
!-..-YJg1J

Ix Iy Iry

tu = Ju2oR = J{x cose + y sing)2 A

=cos2<plx2dA + sin2q fy2dA + 2sinq cosp JxydA

lru = JuvdA = J{x cos,l + y sinq)(y cosq - x sinq)dA

= 1cos29 - sin2<p) JxydA - sinq cos(p fx2oR + sing cosg Jy2dA

Iu = I,, cos2 rp + I, sin2 q - 2I' sinrp cos <p : J9; .,.o a+:! .y-,ru.l

Iu = I, cos2 rp + I, sin2 <p + 2I' sing cos <p ( l_y_, )
Iuu = (I, -I, )sin<p cosg + Ir, (cos2 tp - sin2 rp)



: Jg.:J (5.0 Ar!-":j

(Y-Y-r)

6lrrJ e!L,j; ol51i4J )i ,,91y ,:lr>.19 ,!L ,-9lor9L5 ;lr;,r. *-L*ll a-_:j,j-.j+-.o S t^lSt ,r.l )l
br9bi5 r,-l "S'+rt {.J9-- {.-l>.. r_i-o oL.:_,L oll:-c + Lyyslr;l9 ,r;L .gtor9h,l:f ,l l,

..,.-l! r"y'* et- Ol Jij f ,. oL^i;,^ 9 cet .. oJye {, aJrl oLa;061;c.9lr,

,kl QS" *.1 gt^r) .rjl-o .5[o19 [:i-lJ

otl:--s a, c*; uv oLa:i. o61_-c A .1lr9o a.,-rl, 
_11 ,r1b Igy,Iy,Ig a5 .,,:.o.:,r_ ;Li y_V_p gy.:L-

JL 6largL5 .1"*U $=O , +-0 .J ,r.[.-tF rJ) .rE ;l.,er a,911 .5, ,: ..u; o xy ola>*' dq ' dcp rs- 'r )-/ rr- \

ot(;.: .(I'in,'u') ,I1,2;L-l 6"p-l .rL- l, u"G o-;.1 6ll.,1.-" ar-l .$9,.,,r. p.--'ji- 9 e-",-fL

'1"*" ,. .Sl_'t .# .,**..;'"U .s. ;L-l gtb)9^- irj lr cli-l.o)r,.- 9 .rJ-l ot_i;.: 1., aL9,, t:t;;^
.orlo s9-9 

"1,-l 
..-,1^:; ot*_-.: .5,- O .r,G:;l oL:;

{ + p9J L- 9 J9l aJcL- ;l 6r-f S::- t .u.f.,- oa;;:" l, , J-l c.,1,,.:;". o5iis c4- a5 .gla_,-91,

:.1-1,r. g ,.:+ r"-- ! ,-ri ;.:1.: rlj 6JL- 9 q

+= r[=!lsin2cp_2r,,cos2q = oap I z )

,or'w=)(1+cos2rp) , sin2 rp = 1 (1- cos2rp)

rfA
| .t^+. ,-t.) sjLtLi-" Lllg) 

_rl o.:li'.-, .

2singcosrp = sinllp

: I = rp, .9l1la, ,,-lr,L-

(Y,Y_r)tan2o. = ^tY
t' lt -r \1,

\ir !//i c

.gLor9:.. r1 ,r5,. 6l_19.: a,-91, glu5 )6 4+ ,c 9 .r.irls *LLi ,". I g0' aJ.:L- r.p-l gpz I gpr d-.1 9J

, p---fL .r-r-"1 .56;L-) etr, J.-|.r.-r--l .5lo;L. 6,:r9i i-.:a, .91r., ..r.5.r. o"t:.^ \ ;L.l
:c9^i ost-i:*ul ;.,-j oY.:L- J 

"ly 
u. (Ct- *;-

(f-Y-t)



rft

t-
400 mm

Irl---r100 mhr

f-, Jtt\

*- ,s-*.1 .slo;L- ;*--t c-"1 .,*lt
&- slt Imin,max = \z (&- JjL 6Lo)9b-:f)

_,1 af ,r,l-or9.,.. { ;+*; (a) J,U. JK; Cti"
d^q? a.t+T^^ I J_,jf.=. aLi. J,"l CU f ,^

.tar9=" ,,-l

:J.>

c,, i*j tLL .rl +- ."rlFl 9 u;L .gbr9bj
+-l-*. t-f J Y-t cgtaJU. ;s y 9 x 61a.,9^^

il ,u;rG 4-b .sb.:e

I* = 2,9 10s mma

Iy = 5,6 10s mma

Iry = -3 109 mma

J;r s\.1$ . (l-Y-t) aJoL ,l osl;'"-l I
c9b,ftu t J^rJ *Ll ol5:-a .9tor9:..

:li- l,ro i-.-,c+ Xy o81i.:

- (-3 1oe)

(2,9.10s -5,6.10s)/2

(a)

v

_T
l6nl6^ = 'xY 

=', (rx-ryll2
(b)

tan2q, = -2,22 - :f; =:;:r".
:JJ,:(si 4_';i; (b) JS.t s-rJ., ! .f-lrle

9p1= 57,1" , ep2= -32,9"

:. v,-i,r.o i-.:a, (f -y-?) Llr;l torg-*- d-l + c^..; ;L-l 6_.n.,-l.st^.rL

T rT
Imin,max = t,,r='?t 2,9.10e+5,6.'10s,,@n;

, \/t 2 )\e'vl
Imjn,max = It,z = 4,25.109 13,29.109 mm4 + Irin = 0,g6.'109 mma , Irur:7,54.109 mma

:-f.$

,r.o o.i-oL:- l;j ,r9.i,r" ol-*,-l u r9:.. { .4 Imar =Iz = 7,54.j0s mma n-",-;L ,r.L-l ,r-r-_l ,t*.
.,:r1,.: ry'".;r.,1 ,l l_, aL-i-i J.,--,r* Cl+L Fg.cl !.,:+ c.f r+

(-



la.

19.o *ito oy-b

,tL;a.,;1.1+ 9;.,.1 c">l) tgi _rl ".:t;.,...1 
aS srl.),=;---*r (5.l.> "l) 

(f-V-t) b (y-v-t) .gloajsu.
aJ.:L- la;.i oJf e^" , (Y-Y-t) 

"gl-oal,:l-,- 
,l aJaL. a: "9.- s &Jil Oof ,9.re.." L .uj9j,r. o,:,..-

:.r- l,r"a cu,:d.r ,t) J-t?- a-, .gloy-ls

['" +f'r;,=(r-]j"r;
{',Xi t) *5 el + l) Y[ dLl) ,lt.,. r u.91- Ir, 9 I' I, a.[",],.r.,-l ,.:

(t, - u)'+Il,=pz

9 .ui.,. J":;,i,- l) Ixy JlFl .glor9L5 ,-., i .S"f.r .,92s. 9 I (ar.,-l

et- ,.rlFI 9 sL .9lar9l-:5 .s_;'.o 0..1-lo;.,_l ,l ale;U ro ..:.-l or,l.: gL;

..:-l "u; 'J+> t? -t*.i- q --:."
:ry ,sa.r .r..r-os..r. ;Ll (b) 9 (a) .gto"f'; oSst* ,lt s.; ol.,;-^"t,> ulf ,r^ .,s..r.;L or,-1,: ,gl.h sll

.st+llFl x , y aJtl .:L-;-:-. ol-(:;": .gly

l, I,r=JxydA , tr=Jx2on t*=Jy2Oe

.*ir.5o" O::.- Jrl.+ _rl L- 9 ".:f a...-b..

,c l, ( Ir,-I"y ) I ( Ix,Ixy ).5Q;9, ";lsl
.t-l q J oJFi elii-r, Ir, , I -.-Lo:-:-o ol,fuo

ss-) oi f ). c5,Jr .$1" or,_lo lljii ir-l jl :-+i
..r,- i,r^ .:-s + s_rl.: _rlr-6 I -_r9..

or,-1.: t^-,.." q9.:_.r -,r df l E ; "Jsl 9,: 1l 5- ,o
.f-l JL- ir* _,r, J9-rr. l.-a.,l-- 29 ollSl +

(-l

(Iu,I,u)
2p

, .ri#,s" it?jl ls.J,"ri,

9 ( I'Iuu )+(I'Ir, )

( Iu,-Iru ) a" ( Ir,-I*, )

JL-) $L ,.91-or9h,]:l

Ixy

xv)

xy

r r\2

t)

r"{
:l

{'
I

Iu I* IIz

(b)
(Ir , -I*v) (Iu ' ,')



* la'l

.stl .r-t11Q r rri.s. ,1,_.u ,t^;; 4 q _rr. sL o_r.,-lc r.ty- rtlr.:..u1 I, =\ jJU s\=Iz fl
>b .rJ d l) Gt6:;,- ;stu -p,.yL-l .r,-l f ..r,iLr.s. I,,, =0 ou.i, ocl.: ;!9.: d!La:-:t oll:.,,ro ,o
Irr=0 ,9>,n ;i 611 ,try.6i ,o ..l".iL a:..i|.: .rrGi )9^- .t- ,sr,L-, Sl.c-l 6I-l )p p,--'59.

+. Ly.r. J..l )9^^ ;*,.rr.c..-l &l ,9.." ..(.,- 4,L".o jrtjii ,9:.- g ,5,-.: s_,!, C q 9 .:9, u-ol9!

pLJ.r:-os,r.;L;; ( Y-Y-P ),;,-J+ 419) L):l.::s orgr oSr#;U...r];e 
" 
*o, :-l rg rra^.Ct- jl

..!t-Xb.,- 
'.'.;-'- .grL3l ,1".- _e ! *,G oLa; .gQ.ol*-c .glra lL,-l-. ;,-r

( Os.*.,lrj gtr,3 ) cb gtr.i

"t p*--f F f \&l ir-l .'[l] f ,^ o-r-t,r .rli.f .n-),J Jij f ,^ c,L.;-,;,-+L:- sL gLi
Ay. = JydA , .5j-,.,_ ri,q li i"." ;-l:-c ,91-ar9l:..:3 *-lr ! .r,.---! et- 

'l.ej 
f f )|V.et

,rfi r. d__r- ctLa:i. .5br9:.- ,l .91a1,-G ii.j i $L eL-f
$sr* ,*.F -la f f f- l) .db," ,lJ.-b;,i ,,: ai

: .r$L lrls ! a-J9l .glo"rlsl ,L-o sL .-9t6J9U-5

Ai,2=Jy2dA=r"

i2,x

ir'

i2

= Ix/A

=I},/A

= Jo/A = ir2 + iy2

( a-v-2 ) (a) 
"15;



v IAY

A-tc*F

Ct.i. Ct-, Ir, 9 I, .I* ,r..,p-l .Sl+L- 6.*-'; c..-l .-9JJ"^

9 J--l ar--l cSb..rb r y 9 x 6;lo19:.. 4, c-i J,U. Jft
. H = 0,05 m e B =0,03m .l,ogi;^qe

I
H

I
:|p

rx = t(i-,)+(Adi)l = tfreH3 * en tll'zl =Jan3 :12,5.10-7 (m4)

Iy = t(Iy,)+(Adi )l = tf na'*en19)'l = lnat =+,s.to' 1'a1

I,, = [(I,r,)+(Ad,dy)] = [0+ BH (: 
:X =Ir'r' =5,625'10_7 (m4)

lo61 c"6, ,.,Ll .',.,r.--l .sb.,L
:sarf,r. 6lr;-"1 ,9," sL or,-1,: 1l

Ij = 1,6.10-6 (m4)

12= 156,4.10-6 (m4)

2rp=n6 3 q=63"

;,cL .gla+-.ic c.q- .i)b ,r

l-_B __-i

-I"y)



a
* lar

to6l cqg 9 ;L.l .s.,--l.s6..rL
:csf,r. 6pil ,9. ,sL or,l,: 1l

\=1,726.fi4 @4)

12 = 26,469.10-6 (m4)

2q=18 = q=19'
c.cL .glaa,ric c.p3 .i)|3; ,o

t-t,y-F
.ebosls L DlN1027 d+ ,Se-ZJ*sx 4 cti.

:e,.n $:.a y1
h=0,2 (m), b=0,08s (m), s=0,0.1 (m), t=0,013 (m)

.-*..'" Iz I \ u!-l u-r.-l6l{aL- &*,r i;l ,-r!t"
I $rif.s" JFet Ct i. te f ,.11 af .r,tore:.. a.,

or,l.: .5J a, (9 a,_91;),rLl ,.91,o19-. .,,1 ca; O*+.o
.)9" .!L

:,).>

I
t
1

Ix -- t[(L,,i)+(Aid;,i)] =

=f#.,[q#.(+)'
= Ix =23,742.fi-6 (n4 )

I, -- x[(Ir,,;)+(41df,i)l =

=f#.'[u-'r.gt'
=) Ix =4,453.10-6 (m4)

I,, = X[(i,r,;)+(A,d^,dr,i)J =

=-'(T)[i),*-o
:> rxy = -7,749'10-6 @4)

Ixy

,*_oj]

,*_oll



rYl

?J&-p**7JcLl V

Johj bl_;'i, l-V

a, f I a5 6r-.:f o.IaLj- o",JF-o .Sltrr*, .Slrr .5 t* * L- 9 ori .(,- ,, .:rl9 .glo9; .912 Y ,|,-i ,.: L

L;i d5' $L .Lol9-' J,:L; -,r #r ro*q J;g- ,s7 r; ..rJ ;l .r"t,o^ .l-t^:;, ro*q 5- L- 9 orj .5,-

F* = rF'-O : .r;[ ;i-- ;i ,, .:rl9 sl^st ts- .--

.s:.o 5- 41t .)L 0*q .S,- ; .:;19 ,.91orL *5 eJt- -1. ...'1y,-+ d ,',-"f o.roL:i- ; f ,!-i ,c

.r# d-.a)l> O ol9-".1o rL;i Ji- -r" Mo,,". =:(i' x F)+f lt/, ';:-,-i S ,rV:.| 6", h = XF1 '-l'irp

o*+ .st-r .f! *-i-,r J'"tS )9tr:3 .i- F-" grl.t q .u-,i! lie,,r, + 0 ,rJ9 ":9.; F6 =0 Sl JyS\

j! OF" Jl' r.: jii f rt-.OdLi; di 'r,-c o"ol9- .-(-L,-.: ,.:) sL .role; JrL; rs 
'L!!

a5 c^-l 31 iJL- ,.,-l ,.: JcL; !; ,-9t ^,i1 d:ii.; rJ .(.r-l.r- ,.: ';n 
+ n-.-,- Ll .sL .rol9-

,,ltl i rS.r-s 
.,Llr; ,-o _ro .,r:-l,L ,ljr, "19;Jc 

/L,ii Ja- ,.: !y' 9.: ,,-l rtl .rit Me,,", = 0 .r-"->...

:r.,-lrrli .rg u,-ol9"'

.t-rigc.1o JcLu Y-V

, a : 'r'l5 rli dr.i.- .5,- ro .-Ji" ,"...- .5,- .;r. s-l19 .Ebi-'+ a+tt
:rl9.9lor9L-:5 a+ti,rJ I J'- -,,-9^ d-ni.- .S,- ,.: 1., t{i ;191 L-

cA-\-: 9J 69Ji, Fi*,':- ,)i a, ,,lliL .:9^c tlt"j a^i"a J te t
(!U. J5:.: .u..;L) u_ef,r. a-:n-no L- e

ol;T 
't 

*+ JtJ94r Y-V

)Uj pL"i 45 .9lc9.fa, ..r.o,: OL:; .-#rl-rp" -,1 .:lr'i 9 o.:-l; l:7 :'.,9'- a, l, ;i af r"*+ .i ;l ,e*
r---f,,r-.>lr1 ,"-.-,- )lrrj lJ,!9.; ^--F tU -,r -rgff t 9* J,)p q.Frl-'+,

,r,-l-o;9L5 I bl:r Q,I c9F+ 9 o.r-.::.:l;i ,1 ,-9qrt5a.,S: rl n-.-.- .r"r-.,^,-t cl;l n-^..- ,lc9-- ,o-l .912

..r--iL a:;1.: e.-z ll,t rlii ,Lo b .Jcf c,r-F"q
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1Y.

f-v'

. "^rs. t,:alt 1r .g.:lri ol'-r; .:l.r-.; ,5,,: c,rLs a-, .s.:r5,r. ;5;> ,s c...rr9.bu c-li t{rtlJ{-<t

.Jj .J'JG. l, .rl .sF .r^ltqS; oi.iSl, .5.,- ;* "uf ottd-si .S, l"-i 6Jlji o+-,r 4 tu-,"

.t-,lt a-5; al^;r.g;' r" !:* 31,,,-l ;l a-cya..S,- *:iiL.t -91-o;;15- .:fJ-"-" t $1i.,. kPtti.J3

.,.oKa*Sj dl-oo:.;5lj ..9sl1l i:l-rc

L!.s rc Cb- _rr

z-, Y -, x-;^X> r.: Jlji;l
z-. Y-. x -6Loj9-:* Jf A-;Z

Y 9 x - i.{2 JJ JUiil

z-,tt^ Jr F*
.9.:lrl ol--r,:

6 3 .9.:l1l ol--ro ,:l.r;'

Fix, Fiy, Fi, I
tv jx, tvr, lvPJ "iJ'9^ 

?
Fi' Fiu I

Mo'i
dt 

.,,_ 
LbJ, tj-i:J 9 l-o9i

,L,,.irr-.,,-q

XM 
1, =0 tFix =0 

I

rMjy=of e xFiy=of t
tN/ i, =01 xF,, =6;

t[,4 -61
xF," =0 |

J s-c nl '., ly_") JsL; t-llrr,

.J.1" "lt^sr
(4.,

{tt}

(;a) c-ru .1--;
(c)

(d)

Ii'y (e)

(ri)r) &lj olJaj3

(l)

.9l4-olJ+.-t jl l) 0-.-,--.r;--t ":lr'i p-..> _,1.:9^; o--1 c9l;e
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a.- ;i ;l J+ ;-^--! ."r,.: a.:s-F F -," (c) .:lri n-^-- ,1.:e.; ,51 Ll .se-- ,ai (b) .|S-:: rl;1 o-..-

sgi & r*^.- 9 osrgi c--.:r1 [,r- 
"f5 ,c Jcl; aJ.:L- a.- -rl l, E* 9 D, .Dr,rotla-53 ,1519

.Jr- ..,':-t (c) .:l;i 
''-^^.- 

,1.:9^; J,:L; aJ.:L- a- ;l |ttay,,r. )4rv.
.r.,-i -...,,ca., L6J9.0e^ jl .i- -r" cal' F*rj--",-19-- b;..i1.:4?i J,-l.r JoL:,-91-oaloL- sr.,r5 plf:'o r':

;.tt Jf li)9Lr-xt.i.{ C^? l. Olr,r. (b) .pi a, "?t l-t ){j- .,sL; i:!oL- o51;.: ,l> q cstl+ i
..l;-i!.5- ;.^a C aL;i Jf Fcc r Fsc.jbl)i, .,9t::3 l;1,rr9l .:-cr FcF 6lt .5-*ij- -,19? .C

l-, F66 o-lYL 9 o9 , i.r:- G Atij Jp LorgLJ ..1::^,- c-? L? L-ir- olr,.:'. lr FBc u+-+"6

I

F oc,

.srls .g;g,"c dF Fra I Ferl.*.),sr9i c--la, ,-5,:9"c .:l.s-l rJ b9-r, .J--,r C^" t, i",l' '



Itv
iU.crS,:.+ at-t-...rr+ 9 c3,',tJ \ L J9{2" g;Utl ssi eo. c^q-7 619;.r. .:-,l9" rl .rJai r.:

G dJ.ii; J9> l-or9L5 J.:L; Iy-; .c-l o.r,5 o,:b ,Ll; ,-/-iS urs- a, .li a-a.,i,- (b) .-5.i ,c Fs6

Gj-5 Fcc ,::+--o ..l.5 ol-'.,-l 1000 N.991 ,9b'lf ca3 .-oJG^ .9r9US Fs6 i5 r:-l Ji ft:*
.5,_ Oli,r" .fou,.:t,.," s,yl9r ,.: ..rJ a,LG. 1000 N;p-t" {. g.t ,.Sgi ! ,r.,-! ;i .9s9^c 4iJi- Itj ,.-l

-* L o$ .rf it? q;,.r)r 619;.r. Jsb .glaalsL J- ,l .;-. rp .rt J*+^ .Slf .tlt .-{-
c^-l .,i r.;- 4 ,.su- vlf: t c.,-l u"j or_9.1 ertu 4L.1j i:*j- .:lS? .r9-- 6-)j 6r.)c e-U o.Ll

"f-.,"-f* l, slrl o.^-,l"t-.99, o.ri osls,L$ e,p3,r.,-L aS

:lg Jsg-...,,-l ,o .sl,r,:-5 uo."l,^;. r, orlg .gL&l J9{e. c9la9i oJ.fir".r.;r-i Jl--.rr_l ,o

..:9, .ul9.>- rse cgtLl:.s ,9ta9* 6ly, c^^i- .,1.5 ,glay-c r9lS J.:L; .9loal.:L..9.:uc

a-A Jlt
,l BC 9 GC . GE 6ls9';e rr l.r*, ir:*i c-.,1 .-9lt

l, lo9,-c ,sg, ,-SrS L- ,ri-5 .Jft .yb .eQf
..l,-J o.i.i- ,;J

J94'." a- aJ ;.-l or-i -,ltJl 9r ul ;l aa l;i^
Ctb ,"r, ,l o.:1;, ,l 6lt .15.,. 6hi l, p; .:.,9

! t;! nrl- D L A "tfa-L; ,,: 14-:;519 I'sl .;.^--L

:(b) sl;i n,,.- ,b9- { a?P

$:F,=9 400-Ax =o
C+tMA = 0 : -'1200.8-400.3+Dr.12 =0

+ Dy=900N

+ltFy=0 ; Ay-1200 +900 = 0 + Ay =300N

S\-r vZ c*! ,l sl;i p-^..-. ,ls9-.; ;l ,f*b; .9111

)M. = g g; ..:9i.r^ oclu.-l ((c) Js^x) "sr9; 6J-ii.

6" .:t".-l IF, =O gt, ..g;S Fce d5. 5-.,. -lr.-l
4t .r5.,. -,|r"_l XMG-0 Lr; t \s:-ts Fcc ct ;\j5

. jl r aa E.-Lt (5.- J+ 'BC

:t-p

(+)Mc = 0 '

(+tlvc = 0 :

+l tFy =0 :

(c)

rEc v

IGE'J

/2'lnn l"

-400.3-300.4=0 = Fec=800N(T)

-300.8=0 = Fce=800N(C)

lFcc =0 - Fcc=500N(T)

Fcc



ltA
r-A Jlt

44.o ..r,-5 ;69 lr;i .-1Jt Lt)S t- ,r"l.^5 d:-Te 9 (a) ,,15,i ,,: o.ri oslo ,Li.i 6ti , CF ,-t ".9';
+-r5;t.r.t"..|.-l- \ o;1 Lln'

5kN
(a)

5kN
(b)

4.75 kN3kN

:rp

,1,.:9 l ,s ,AtV ,St* r;f \ CF J9{e. 9-c ,r.L;la 69'j I c-l ori -,l.".Jl ,r ,l ,l aa 5J-iL

)" ,r"lJo--* db,f.!lo-Sr c-l p;Y l.sl ,c Ll ..:9,5,r. ,[-L..; ori oJ.,-r..r ;*! 9s ,o olrl p-^.--

,.91r, o.r.i c-.:+ 3-t::; (b) JS.l .p,-Jri c..-ca.., o-5 ,-f-.l-: l, ;'i n rlf.+ af l, .glosr9! oit i*"*!
.c"-""r| oli o;lc ;L:; tr- ,15 clrl o-^e ,1.:l ,.: ,rolSaS 6l4Jr"Jlo-5t

Fri
:rljl F,-? )tr9ri

tJt-i J-lnJ tslt \f c-l) c*o.- o,:r9 .py c*!
..ro.:rr. ;Ll L c^"*i J,-l .:l;i p.-.' ,1.:r ; (c) ,-$,::, .c..-l

. Fco I Fcr , Fp6 ,:rl.: o9.-9 Jft+. *

Fcr

-r-,1
F1e sin 4-5"

3 kN 4.75 kN
(c)

:Jct'J o!oLr-o

at;i; ,r-- .Jf 9r at-l ctL-lJ .,i)l; "la. ,l 
o,"! .s/; ,"lt J;b aJ.:L ,r F6p 9 Fp6 J*+. r" d"t"l .sl-l

:s9J ;x"J loeJi .-...-L; rl oli6" L E dJ.n + ;.*; O rLit 4LaG .rr; LsF )91r,;S O

- x=4m
4+ x 8+x

;slrJ O ^L''ai Jf Fcr rss* rrLJ 6*.*; .91r, ;Li .r"l-' .s! al,-G 8 m ,r,-! D b 0 ,l ,,"1;l-
:d-2.-.! )J .;.-l ,-9s9."c j .'irl nilts 9.: q 61 a,-17; rr*:-, C aLii; a, 9l ,,1

(+tMo= 0: -(F6psin45"kN.12 m) + (3 kN.8 m) - (4,75 kN.4 m) = 0

B
4m---t--4m

= FcF = 0,589 kN (C)



1000 N

4000 N (a)
2000 N

v-A Jtr"

j (a) JSJ ,c o.ri o,:lc ,b .-s!f ;l EB y-c 6et;'

+s;,r.-- loi o"r 6)Li, t- .,i5 J,::".6

:.-!>

1l osU:.-l ! "r,r. o'roL:- (a) .-15-! ,,: a5r9t6Lo

"}* 
.Jrj! EB rie il oS ozS ct-i" )i .ctu. olJg)

.sf .roly; Cte l, J*-+" i* s" J

:cl;i p-*2 11.:9r'j

Ct ir,-l s.> ..-a.,,r c*! ol;'i n,,> -rl,:9.^i o+La .tr.l,r. AB, FB .EB .ED e& )k'- )l aa i'i^
g,t}.-. u.!j- ,*t-"a., B dLij J,"> loreL-:';;-+ C-a lr .rly.+ ,"+ a.:.r-J F (b) Jft rr

;**.; l, Fgr osL.,.i[ JcL;' aJoL- 9': 1l oclc-l ! Oli.,-- Ll 'rr9i e''-sa'', l.r FEo c5l-r' 'F-t Jr++-

o.-S ir=.- aa ii.i- Jt r141l l, Fse l..sl a5 --l ,,-l F6s r;r9i jost .gly ;(-.- .9lo"l, .,1 .ri- ."r-

,1.:9.; ;Lr bb Ct i. O,-l .F:ji (c) ,-fS,:: .9rU. ,i"u eta" .5.- Fse.glra o.ul c-ra' o+n:; ! .r+- I
.c.-l E !L; ,:l1l p-..-

4000 N F6p sin 30' Fea

(c)

:JrtrJ olchr

\ Feo ssie osf o;l-oil e-,,e ce-p-+JUi:jl J.-l J (b) ,lS,]; rs B aUi; Jr Fto 's:i teb:S 6=*'; .,eb:-a;

:9..,-lr.,l.- .pJ,r. 4r-j+ cgrrac a ,-i.:i'd't" 9s a, lrri r.-"-- - I oJiljJ C ali a-',

C+:MB=0: (1000N'4m) +(3000N 2m) -(4000N'4m) +(Fresin30'4m) =0

= Feo = 3000 N (C)

, (c) ,15: ,,: bb 6tiL clrl n--.- ,1"r., .rr.5 !t -,. ! (rr5l

$:F,= 0: Fppcos30' - 3000c0s30'N= 0 = FEF = 3000 N (C)

+ltFy= 0: 2(3000sin30"N) - 1000 N - Fee = 0 + Fee = 2000 N (T)

(b)

1000 N



'lV'
V-A.r;^'

9 FC. FE .91r9;c ,,: Si a:+- ;,",1 ,,JL
,.srf L- ,r,i-5.JSJ !9.ltt ,r,-t"F;l BC

.ri oatj- / l,ltyzs usy.

A-A Cf-r"t

9 KC , LK .gllq;r ,c 9,1, ;,**'j c^,.1 ..,9.1J-

.r)|-i.i U_ ,s"i,js .J5.i o.ttt s.,-tF ;l CD

.J-5 ,Jai.i. ; l, lo9;c 6.:9

1-4.*:"i

9 KD , KJ 6l-a9;s ,,:9)*-, a!::.j ;.-l .J4t

.t)L}*i b- {ri-i5 JsJ .9;Lt ,r,-tg;l cD

.J:5 ,Jet ,i- ; l, b9-ic ;s91

l'-A cr-F

9 CF . EF ,-91-o9,-c ,.: 9J* ,1.:*-,j c.-l .,rlt
.srs L-,ri-:S.Jsi !9?tt G,t,i jl Bc

.r^5 ir.t,i. ;..: ! lo9,ac ,c91

2

-



'lvl

9 GD , GF ctl.o';t )J 9)*, qjiio c-"1 ,Jtl"

.5)L$ L- ,r-t5 .JSJ 61tt ,r,_L;; ,l CD

.u;5,Jati-; ! la9,.c ;c91

J HI '

.5rs

lY-A,t*F
--||luv 6\a9.ae )J 9)r, (Jii" q.-rr EJr!a-.

t- ,r,:.:5 .rF; ,3rU. atf ;l

...r;5,Jati-; l, [o9,ac ,.:91

l'l-A arj

2



IVY

tbo{iLo g LovG A-A

oS Sy* .r:.g_ .;,.r.L.,." d-9)+ .r:; 
';r 

.i- ,J-Li $ls a5 ..u:-^...o ,r.,-l-oorL loj*-rL 9 lo..,L!

p9L-U b,ri .:+" 9 Jhr. -: l:-# 9* rl ',1 r: i:,.- 6r-r., .r,l .crrc -rlj ;-+ L- ti 4- ;l :-.,:
.oJ9;,=- osls OLr J94+. c-ali- 9r [ , c-l

r br.* d ..r,: o rsr-toojL tb0i+Lo .sl;sL !e.." , r:-5.'^ ,-51* ,\ J--,.i crlr l, b.,'t!

.srlc J':u- c,LL; ir*, a-;.:.f.,..J,-"., ,rarf .5l.or9L;l r br-e { 1., ,gt9r9 ,91-ar9l::3

A-A JLt4

.gl; P p;Y ss;+ * 9lo,|,5 r.: }S Ss'"; r:-l ,-y'L"

JJ o.r-; orlJ Jtl; 6l,ooji ,l o.:l.lii;l [ 600 N )L J'-ilca,i
.(a) 

"ls;

:rE

:slf i ,t...7 -11c9.'i

"!5 ;l *:ee I Oi ;+, ,J-Ll "f f o.. -P slr.i n*- ,ls9^;

&i..,, .!5 69- .t:^l o.r-! ool,: ,L:^; (b) 
"lS-: 

,.: JL;l
.91+L- ..:rls r9"9 Ji J+ :- bp _.,J P c.tl ,::5 .c..-l

d.rJi, 9J .S?tc ,rrs 6" J.-,- e. a, l, C 9 B.gb"r-ij a5

..:e,r,,r. Jt"cl ,i + T ,;.5 JyF- ss':.;.,-lr,.t- e .:-"1

,;slJ J oi.lS J-.t ,rr-..--! ",.!;r-! ,o ,:l-r'i p*e ,-glorlsg^; n-r ffu aS :^1 6t9|' a:.l; ;,-l a, a--9;

.,.:9-., c--l-c, T 9 P.9la9; cr9-" ,,: l_,

.- i
:!- l6i !!!)4r

3P-600 N = 0

:J.:b o!,rh.o

! 19:.. ol.*l ;r o-f ,f -F,.91o9; JcL; _11 
o;U:-l L R 9 T .P J94a. a-.,

&,
n+ in

+lxFy= 0:

+fxFr=!;

+ltFy=0:

ril
V;-

(b)(a)

T-2P=0 +
R-2P-T=0 +

P= 200 N

T= 400 N

R= 800 N



lVr

500 (e.81) N

(b)

+ltFy=0: I2-2f1 =0 3

+1tFy=0 : 3T1+2T2-50.9,81 N = 0

3T1+2(2T1)-50.9,81 N =0 +

1-A JLl"

)tr^ }.-i (a) '5: d,?tt- 500 kg pr7 1, .5r1*;Li ;l.'
ou*5 Y[ cJ or! oJIr JL:; 6l-o"j; p;15. .5-J a, 9 A

."5 c5f c+U cor- ! _rr-Ll ests as;i .1.t Ll .r9t,,.j.

b.!5 era ;l ."|,5 9s ys o.r.i cl2el c99)+ O*.^! c-l ,.,*.
.sp; Jiir,- 619,r" b"j;j; j

Nr

Na

Nl

N2

,*15 .:lri p-^e ,1.:9^;

"l-lt 
rjl"ri ocl.-: ;L1j

I it 1""!5 Jr o'l.; rlru-l

:tE

:Jljl F-....t JlJg.oi

C 4?i L? .rlt\5. lr +L,.. ,,-l

(b) JS^x rr "J .C "jt e )r-Ll
-:5 , (16" .^; lS-i , pl ,; .,:+-j

..rjlori .g,lj,i.L; T2 9

:JJL!' sYrhl
:C 

"r-ir-6.9111

rz= 2Tt (1)

,r9*;Li ,*'l5 .91r,

(2)

:s9.5.r.o o.;i (2) aJ.:L- ,.: (1) aJcL- JJlr )l; L

Tr = 700'71 N

:;-,::ls p-^ol9; (1) aJcL- ,c +.;; ;,-l ;;lc ,lf lr "fY! r

TrTt

12= 2.700,71 N - T2 = 1401,42 N



2000 N

,*--].-,"--]

C O+" ot d-Jr" .9r9.c ,
.15.,^ JLel

'lvf
1.-A JLL

;irl .9la4iJ9. ;*.; c-l ,-lt
(a) ,-$-l 4tt" 66 ;l BC e;c a,

: t .-p ol.1

.;."1 ,r,. 9; 91 6 9;s AB .:9i,r. oJ.ol .. . c-' J+oL4i
..rjlot orrs jL:; (b) Jfu ,: clli o---- .91-orl.:9-;

: J.:k; c,!rh.o

,.:r9i c-sa-, l, J9g." a-- 619.r. BC 9,-c J;b aJ,:L a.- 1l

(+x[/c = 0 : (200 N.2 m) - (Fag sin60'.4 m)= 0

+ Fne = 1154,7 N

T)F,,=0 : 1154,7c0s60'-cx=0 + Cr=577 N

+ttFy = 0: 1154,7sin60'-2000 N+ C, = 0 + Cy = 1000 N

: Y ,-p 01.,1

J- ."9-;; oclc ,o-ii AB 9,-c .r.:y d-9Jj, JJ 4?l^?

.:l;i ,o-,,,- .51-orl.:9^; ;F rs" J;s- q9;;-9 c-e; t +L-
..r.ilori o,:lo 6L:; (c) 

"lS.l 
,.: Jl- ;.,-l _r.:

: JcLrj' crYch'o

:;,1;1.: p-ol9; +loL 
",ij 

L^? ,y;t ,," ..9! J"b aJsL- +-

: AB 9,-c

C+tMA=0: (8,.3sin60'm) - (Br.3cos60'm)= 0 (1)

3tFr=0:Ax-Bx=g (2)

+fXF, = Q; Ay -By = 0 (3)

: BC y;'c
(+ xMc = 0 : (200 N.2 m) - (8, .4 m)= 0 (4)

i:Fr=g:Bx-Cx=g (5)

+f)F, = 0: By -2000 N+ C, = 6 (3)

,.:r9i c-ca, lr Cy , Cx al^.- rl J9ag. ? u|i,_r".g9! aJ.:t - i ;l
Ar=Br=Cx=577N j Ay=By=1000N ; Cy=1000N

_,1 .L"i.l"l,..9s .91o9;c.d_LL-f l.t.; .l ;osL- \ J--"1) d.ros,r-;L:^; Y ,-l-ol_r 9 1 
"l-ol, 

+.,,,-G,o

.clo.r:,al5 6ldl-y- .!6 ,rtq l, j,L J- c,"A>j JI9;.,". alr, ., ,-1-

2000 N

2000 N



IVA

l't-A JLr.

.gtAdJg. ,**, ;.-l .-Jt .srls ,rr,r," JL;l B ati; rs a5 ..ros.r.6Ll \:S:" :r'.5.,- (a) 
"|if 

ac9.a

.5t; p:iro Oly.f ;, c^l;; t 69 )l-,1, ,.gloolfaJi: ro .pl,r-lc

!!*
'--T..- 9,r

:rb
:,rlji ,tr..7 llc9r'i

a5 .srls s9-9 Cr.: ,=S,- 9 Ar.: Jj4-a." J"Jlu-Sc - .r.,->& r!; rs l, ABC; ,-15 cl;i ,6^. - .tl'',j-; fl
gr d l) arr."a.a lu.tr alr , - .f,l J- .Slf .,.',-lf! ..t:-+ ,,1- ,$s ac9 2.. ,lS .9ly J.:b aJcL- a-- L

..$lori o:ls ;L:..; c*! 9s;,1 .:l;i n-.o ,1.:9-oJ (b) ,$,:, rs .s9.; p.-.*; ;.-"*!

SlFr=o:*Bx=o

(+tMB = 0 : -(8 kN.'l m) + (C, '2 m)= 0

+fXFr=Q; Br-8kN+Cr=0

A- -:10 kN+B- = 0

l
MA -(;10 kN.2 m) - (8,.4 m)= 0

4
4., - -:10 kN - 8.. = 0,5 1

: Jctr; oYotro

: BC c^.*!

Bx=0

cv=4kN

Bv=4kN

: ABg*!

Ax=6kN

Me = 32 kNm

Av=12kN

-t _-
-)Fr=U:

(+lMA = 0'

+l xFy = 0:

10 kN

10 kN



'lvt
rY-A Jl!

ln.r'i ,- 9.: 9 o$ ..p; pa a, DE ,l4l,-ti 9 BC J.tS L,,9; af ,.ros(r.(.]L:i l) dj; 9s (a) 
"15.i 

acg"t^.

.,:9;?s 9 l-oolJalt ,,-l ,c "plr-Sc J*",l c^^.JI -,91t .sla-crf rF F 9 A .-iL .gl-oolSaJj 69, y

..:9-,r. rb.,-l ,Ja1,-t! 9 
"1.,I5 

,o 6 ,e-ti

(b)

:aE

:ll;'i'a"..7,9b1b9r'j

,r:."*,"ti Jfu,,: o.ri oolrrLij cgbt."9 r-,r,r .;.-l o.r,i orlr ;L:; (b) ,f5-:,.: a:;,o .:l;i o,,>,1.:9--;

..:srf c"-lc, ..yr+ er ..ryE

C+tMA=0: (Feg.3m)-(FBc 2m) - (500N.1 m)=9

(+xMF=0: (FpE 2m)-(FBC 3m) + (1000 N'1 m)=g

Foe=700N ; FBc=800N

+fxFr= Q; Na + 700 N - 800 N -500 N = 0

+ltFy= 0: Np+ 800 N - 700 N - 1000 N = 0

: Jst*i oYcko

: AD di; 6t

, CF dj;j 6lt

:s9.J:,r-o a.>.J .rt' ;9eA" 9s aJ.:L- ,o otS.is 
"l- !

:;-5ls ,t-.ol9.> AD a:j; ,:r9" ,,: 6,-[i ,,-l 1l o.:Gil L

Ne=600N

:,v-rl.: ;; CF cj.r ,_91r, 9

Nr= 900 N

500 N

500 N



.IVV

\f-A Je;

.-,5lti- ,., S,,. .r-- (a) 
"5-! .11L 75 k9 t.f 4 .s;r

=/L ."r4 ![ e osf ls B.rtJc otfaS; ,l l, 40 kg p; a.,

J-Jlu-Sc a B + ,,l.a:" ,1.,5 ,s o.r..i ot-,-l ,:5 ;""; c"-l

..r-l5,.-" .: Jq F. { },:, ,'rrj .r4 cU-i ,: .s-r- ,,-l a5 6'5t!

,"-.e .gtorl.:g-; r".-t.,." Tr l, B a, J ^: " .!l5 ,.: ,::5 .99;
t? i tul o.ti o:1.: jL:-; (b) J5^1 ;J -ry : r-r- ,E oil :l;i

brl;9^; p-,i ,s .e--l Ns = 0 4+;l ,,: 9 srlJ o.Ui &l;
.c.:.rf .;-b., ,S g+ es- otG '!-!

: Job,i o!,rh.
:,t-,-rl.: E oir-! oN.i n,,,- ,1,:9 ; 11 

ocl-"' 'l L

+lXFy=O 2T1-f2= 0 + Tz=2Tt (1)

:o9^i;rr. ucJ .:r- oll.i ,or--- ,1.:9; 9 ua; ,,-l L

=0 +ttFy= 0: N.+2T1 -(75'9,81) N=0 (2\

:Jqi, -o a>.^lj ,*j , (r r r A dlti] JP LorgL:-.:S 6-"- U

(+tMA= 0: (T1 3 m) - (Nm'0,8 m)- (40'9'81 N'1,5 m) = 0 (3)

! ..*- I N.9 T1 e-'...- r (3) r (2) oY':L- o6';.: ,,p L

:r9";.,i drd| Tz ;*.; .9111 (1) aJ.:L- ,l o,:l; ' J

Tr=256N : Nm=224N ; T2=512N

: I .-F ol.l

: o t;'[ p-...-: .9b1lr9,i
(a)

A

[ .. ''tt ''
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r' , .r**.t l, Ay 9 Ar 6log-1; .ABDrir ro la9; J.:b rl ;19.,,r. Jl->

4:F, = o' Ax- 24s2s N - 490,s N = o

+fXF =Q; Ay-490,5N=0

Srr=o n -6n.qR1 N-n -
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"l,Li.

o* .,s6 s ,.-sr-t ssi ,-91'orlc9"';

."*5 p-, o$ oo1.: .91ljf1! ctl), lr J,U.

It- ._ 1 nr 

-_----,!

cj'u )+



Y.l

(.5t5.h.al t.
af c,--l 6la;9fq .Sl5.!..I 6*! c.{> .r.iir.,i tt e""q sr ir* .r"k rJ A,i.,-ai .,ttS,L-l dlag,;1,

6locL 9 u.:--L;1r a5,r-rl- AL" ejJ { d?9; tt Jll.t -l .15.'. c.lll-.6i ! 9 o,r1 5,;3L
.( i; SlSL-l ti rr al 

")*t,r. rlt cL- 9s r,"l 6a (;L;191) o,-r';jJ osL ,-rl9.c q ,rl-"lr; c-* as

* lt G-Syj .5,- Sl9;.r. :+ rS- l-) e, - t: 7t7 .i- "t , 9t .rfcs" c9J.:Jd.:-,,JJ e-L .5l(t."l J

,-f,-i ,,-l ,.: .u--.f,s" " .,i.:G SlLL-l " ..SlLL-l dr)* rt-l q .rJ-f.f c"5f eL a5 r-,9i o9..9

.o}J,r" )S €-)t r)to Ja^$. JlsJa,al L;i

d,i.t dlS.h..al 'l-'1.

(a)
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:..rJLr,r. cJ,.z ajLi*rT )J r,,l!ol $Uii a-oa : Y g^!'

o9)tca., J.:L; c,Y.:L- ':l.r; t laJr4i.. ol'u; Jl-- 6,-l ,c

-*l;r .rL.; !l-n-; ,s F= pN J9?r Jl(L.l ;Y.:L- 
"15 

.:lo';

,.Sb oJ+lr d,Lj d-t ij :" Sll cS f a":b-1 ,s .':9' 'r'ol9"-
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oJ^! J-Sii BC 9 AC ;r9 .i al.- 9.: ;t (a) J(.: ,";S"
.glapl a.., .slo..:"j, J..a:- F-rsJ- a., C ;.,, t-r; a5 ,c..-l

p)? + .i- ,o B e A aJ! ec "$.r 6tL +1*. 9c 6.,-l ,f.,-o

e..f y. ,.t:* c-l .,rlt .slo.r,.i, 
"Ll. 

I kg 9 3 kg

s9* .J9,+, JL"'l C J-- + oli.f a5 .P,";Y 6r9.e \st*
,rS.iL-l JlSt -l \--r-o r.t' e;,,e 5f i.^cl.t dSOi

---l p, = 0,3 lbJi o.Li et- 9 ot-Li;-

,-P

:c I ji,t-,.+ .Slatllflj
c.{> !. \":j,,"r^ d-9)* 9r .tl"t& lr{L" .t.f"l + o+i !
,.: B 9 A t:Lt^; , C J-" Jlji p..^^> .51,o,,1s9.-; ,.: lo;i

A a-'t! + a5 .Fa6.r..sl on'g" ,3*.c..-l 
"a.,:- 

(O) 
"lS;

J"Jlo-lt .tlt ,ts-Lr .c-l ...^7 c.-- a, s9.::,,r. JLcl
q .uJ rl c-1, c...- a, Fa 5l5L-l 69,r., ji ,J,5
B 4J3 )J FB .5ll.t -l 69J*r *a -1*.l w*f rr*.o
&ia laJS,! ,,-l ,o ...r,lL Fec 6l)., c^qg -i)L; , ;..--L

aJ.:L 9.:) J.:L; aJ.:L ,ii _11 
.r.,-[ a5 .:rl.: s9-9 J94p

aJcL 5 r (-:Lli jl .i- _.,^ .9! +1,:L. lJ I ,-r.., 6l_'t

.6 
";1 

.r.t-i -..-.:a, B L { oLL;;l ,ri- r,: 5tl.L.al

:cJf aih*.,T ).: gjtl.L,al s Jotrt o)toh"

9 AC Ltladl- ,S y* blycs^ C;.," Job ,l orl.ru-"| L

:J9-- ,jl* P ,g9t1 -.,,,-> y It BC

Fyr^,= 
r.r5.sP

w
T

e(e.ri1) N

I
fdc:0.5774P 

m
o;T_

.oJ*,
F1scos30'- P = 0 + Frc = 1,'155P

1,155Psin30" -Fs6 = 0 = Fac = 0,5774P

: A aJ! J.:t : -Y;L- ,s Fa6 .gly o.r-.L, .rl* olrlt 1l o.:Lii.-l L

FA -1,155P sin30"= 0 - Fe=0,5774P (1)

N1 -'1,155Pc0s30'-3.9,81 N=0 = Ne=P+29,43N (2)

: B aJ! J.:Li oYsL- ,s Fs6 .9l), oJ"i ..rt,t "I+lt 1l o.:l;' J Lr d'-q*
(0,5774P)-FB=0 - Fa=0,5774P (3)

NB-9.9,81 N=0 + Ne=88,29N



Y'1.

a, ir,r B a't! a5,rlE ,c ,S.r. O.-y' d, eli A 4't! l's.,l L- :srlo s9-9 ;tl"l ,r r')#& 5r> ;l;i t9t1'

.r,L6" Jtt^, A a,t! 9.:rJ,r" o9.oBa'LS rslql ;-r'l ,J-Stt dtJ'i L- 9 c'-l o'r"-t; c59 cL-i

,r9.rol9i rF Ad...|!.91r., L;i c,59 zr;L;i ,o 5l5t'-l aJoL'o "r'oo t) J9l dL- ^7tlu9"

F1 = p, N1 = Q,3ltlo (4)

:cai,r^ aq.--;i (4) aJsL- ,.: (2) e (1) '-YoL- ;olc ,li ;l
0,5774P=0,3(P+29,43) = P=31,8N

,,r.^--- .-,.$lr or.,.i i4- 4;U,"1 d,1 ;9.j$ B d-'!! dt i'--l J9." ,.IG Gts';s e-'19: er-l

FB = 0,5774P= 18,4 < p, Ne = 0,3(88,29 N) = 26,5N

..r,-;J aolg:., B aJ! 9 ;.-l e--- Jl srt ..,:'i ,-P-l {
.r.,-J.lS1.j. c..,rJal P9J ;lt'l ,rrLl 1 l-, P )l'r-i- Lr--!.r- 'c9a ,r" -rlrsJt !! alcub fl

s J CS ! .;rlc p,;7 50kg $J .1tt ie.t".
dt JlSt -l d9)*, Ji*,i ;-l '-91t" 'u.iL P=200N

..r9,.,*. cb"-l 6-';9 dr& u.t

,jr& I J,:-j .-it O# .,t L-l 5ltL,l '"--P

'c"'rl P, =Q,l

,-iy' it ot,qr.f O*.- 6l+ l., P ilY gtr., #!.>
ol.. .r"b et- .sorf 30 kg pr7 a, 

"l5j 4tt' AB al-

,lS s-t: *- 6s.. J A ati: !e c",*,1 dL- B aLii rr

.;-,1 p,= 0,2 JlJ. J G$b.-l .5ttL-l '-""-rj a5 'crl':



Y'l'l

.lb B I A 69.r:.- 9o a-i'i 69.r, .s9.; JLcl .jli.s" aJ F .g9; ;-ll.r- -,lo.L Oi+u c"-l .-y'-t

,.i.-j dt 9 6t.r-.,4 ra J.- .'Irb.-l JKt-l .--r*, ..,,11 r" Jf 4 50 kg p9 a, .1.,- ,o 
"lS-i

'c"-^'-'l Pt =Q'l$

f-l'.r-F
pr=0,3 .,rl.l B e Ao"Li tln ro pL,"l .S(L,-| ,* Fl
.19+ ,rrd JLcl 619.r. aS P Ss,1: rS.r- c.,.,1 ../91t" ,J,"!

..r,-i ,s Jr- a, 100kg p9 o,-!U- $; ott dt6i

a-, ,1ft .1tL" j9.r.; a, ,lli,.,'" 4t P.S9X j5l.r- c."-l ..-,. lt"
fr. ..r.,-l ,c i,tp a Jer:,- dOT Or+ .rr.; JL'l 125kg 9r7

6 .: .r.j J- ,,S;U-J .SISL-I ,..^-r;9 c"-l G,.59.r' ^ Jii
..:viL,4 p5 = 0,4 y.ls 69u.-

t-



YA.

)
't/Jljlp--.?)lrr,

C+tMA = 0'

.,t tFx =0'

+f:F, =9 ;

GIMA=0:

rt rF -n.

(+lMA= 0: [Br.(6+6cos45')]kNm- [10 (2+6c0s45")]kNm - [5' 4]kNm= 0 + By = 8,047 kN

4:F, =9; A, + 5cos45' kN = 0 + Ax = -3,536 kN

+lrFy=0: Ay -5sin45" kN- 10 kN + 8,047kN = 0 - Ay = 5,489 kN

V J*$ .Stoif.p J-
l*-r.s m-+-l.s m----*f.- l.s m-l

n"+zsooflln=o
" tai\ v,/

/4\
A, +1300 N- 25oo[;JN = o

, ".\45" ( r" ,..c o5T n.,.-rtcl;)

[Fse sin45".1,5] kNm - [4. 3] kNm = 0

A, + 11,314c0s45" kN = 0

A, +11,3'14sin45" kN- 4 kN = 0

f-Y .r-F J-
..ros,r.o .,L 1, ,p .:l;i n-..,- ,1.:9.-; ,f$" "l5.l
, lo",,9U;l 9 lagi JrLi oY.:L, ;l o.:l;.l..,1 L

By = 1300 N

Ax = -1500 N

3 Av =700N

:Y-V .l:; el>

.,ra:,r. ;Ll f ; .:!1 n*.- rlr9.; 
"JiG. 

Jfu
: l-or9b.:S 9 69; J;b olcL ,l osG:.-l L

= Fco = 11'314kN

A. =-8kN

- Av=-4kN

:Y-V ,tr-_rd J>

..roo,r" ;L:; l, l1r- tl;i p,,> -11.:9-; .JiU^ Jft
: l-or9t:,:S 9 to9; Jol; oYsL rl orU:--l L

2500 N
oN

- e00 Nm + [8,. 3] Nm - Ir5o0[1). 1,5] Nm= 0

1.5 m__-*l.-1.5 m

10 kN



C+tMA = 0 ' M1 - [600 (2+3cos60')] Nm - [400sin30" (3+3cos60')] Nm

YAI

-[400c0s30''3sin60'] Nm= 0

3 tFx =0 A, + 400c0s30" N = 0

+ltFy=0: A, -(200'3) N- 400sin30" N = 0

,-,\

mg

FI^"
15" ',-

rlji Fr )159-"j

C+tMA = 0 '

+str-n

+1tFy :0 :

:f-V 4./'.P'
..ro,:,r. 6Ll !; rli n-.. ' rl-:r"; .!U. Jfu
, l-o_)9L-:J 9 b9j*j JoL.j oYrL. rl ocl-u,.,1 L

= Me= 3900 Nm

+ Ax = -346,4 N

= Ay=-800N

:A-V .1.,-F J-

..roc,r. gLl l, ..l.- ,l;1 n "e ,lc9 ; ,"JtU. Jfr
: l-or9L-:5 9 l-o9; J;L; ;Y,:L- rl ooUil t,

= Nc= 151,71 N

+ Fee = -78'53 N

- Ne = 93,54 N

:?-\ A.* &
..ro.:,r^ 6Ll l-,, 

,o.1,-o 
al;i p.e rlcf ,-j.lG. Jft

: tor9b.:S 9 to9; Jsl; o!,:L. 1l o.:G:-l L

- Nc = 433,0 N

- Ne = 577,35 N

+ Ne= 327,35 N

+ s'tr -n.

GtMe= o'

+1tFy =0 :

[Ns.0,7] Nm - [mgsin60"' 0,5] Nm = 0

F1s cos15" N - N6 cos 60" N = 0

N1 + F1s sin15'- (25 9,81) N- Nc sin60'= 0

- 250sin60'N + Nc cos60" N = 0

[250cos30'.0,6] Nm - [N6' 0,2] Nm -[N1 (0,15cos60')] = 0

-250c0s60'N + N6 sin60" N+ NB - NA = 0

m-*f-1 m---Fl m--l

0.5 m



tMx, = 0'

xMr, = g

XMr =0'

tMx = 0'

xF, = g,

":lji 
'r-e 

,lr9^:

900 N

0.4 m

0.1 m

-[TB. 0,9] kNm + [mg'0,45] kNm =0

[Ta. 1,2] kNm -[1'0,6] kNm -[mg'0,6]

T1+Ts+Tc-1 kN-2,5kN =0

YAY

:V-V ..lLi'g Jt'
..ro.:,r" ;Li.; l1 a!- rl;i ,t-.e ,ls4 .JiU' JSJ

: lorgb.:5 9 t-o9; JoL; c:YoL. 
-11 

ooU:-'l L

mg = 2,5 kN

- TB = 1'25 kN

kNm =0 :) Tr = 1,75 kN

= Tc = 0'5 kN

:A-V ,t{ j; Jt
.u.o.:,r. ;Ls L "l* .lri p,,> rl':9 ; "!U^ 

Jft
: l-o191,:5 9 b9l JcL; c'YoL ,l ooU:'-l U

tFx=0: D, =0

)Fy =0: Dv =0

=) A.=660N

- Dz = 487,5 N

= Tec = 352,5 t"t

:1-V ..1"-F J:
..roo,.r, 6LlJ ! ot*. tlri n,> ,l:9^; .!U' Jft

:l-or9L5 9 t'o9; Jcb o!;L rl o':l;: J l''

cx = -900 N

C, = -400 N

B, = 1400 N

Bz = -933,3 N

A, = -500 N

Az = 333'3 N

t600 0,21 Nm + [900'0,6] Nm -[A''1] Nm=0

[D,. 0,8] Nm -[600'0,51 Nm -[900 0,1] Nm =0

A. + Te6 + Dz -600N -900 N =0

IM, = 0'

tMz = 0'

tMx = 0'

tFx = 0:

:Fz = 0:

-[Cx. 0,4] Nm - [600'0,6] Nm = 0

Cr+400N=0

-[Bx. 0,6] Nm - [C,'1,2] Nm+[Cr'0,6] Nm = 0

lBz. 0,61 Nm + [600'1,2] Nm+[Cy'0,4] Nm=0

Ar+B* +C* =0

A.+ Br+ 600 N =0



YAT

tMz = 0'

tFy = 0:

XM, = g'

tMy =0

sF -n

r.-V o+F J-'
Ot$ L .gldJt a'9-,." .:111 o.e rl;f .JiU. Jft

.J.AJ{J.

, la,eL5 9 Lo9; Jsb oY':L.;l o.:l-u,"1 L

-[Bx' 0,6] Nm +[Cr' 1] Nm = 0

Ar+ C, =0

lBz. 0,61 Nm + lC,'1,21Nm-[450'1,2] Nm=0

= . Bz+2Cz=900N

-[82.0,6] Nm - [C.'1]+ [450 0,6] Nm = 0

- a- * lgc- = +so r'l

Bz = -1800 N , cz= 1350 N

Ar+ B.+ Cz -450 N = 0

(1)

(2)

:s9,i,r" a-:.;; (Z) S (l J

"FY!:
A.=900N

:l'l-V .l-F .l-z

..ro.:,r, ;L:; ! a.'!! al;i n .e rl,:9^; ,-!U- Jft
: lor9L5 9 Lo9; Js!; oY.:L ,l osl;' " 1 L

Bx =0

cY =o

Av =o

z
I

rljT p--" )1r9.'j

x

Tgn

SF

xM*

xM.

rMt

'F

-n

- n.

_n

[Ts6. 3] kNm - [9'3] kNm = 0

[A, . 4] kNm * [6 . 3] kNm + [T6p'3] kNm = 0

-[A,.4] kNm + [9.4] kNm-[T6e'1,5] kNm=0

A,+6 kN -Tcr =0

Ar- 9 kN+ T6e+ Tss = 0 -

Av=o

Tce=9kN

Tcr=6kN

Az = 6,75 kN

Ax =0

T8D = - 6,75 kN



laf
f Y-V sl-.;^J J+'

..ros,r. ;L:; I .1." 
"lJ n*> ,1,:9^; .-!U-" JSJ

"lfaJ3 A(":rlJ'5) St* rtlbt- J3 ) * +

l, (Me), i (Ma), ,-91-or9L,:lf +f ':rls c9'79 .9r'f--':

.&5FI.J-G

' 
lorgL:5, b9; J.:l; oYcL. rl ooUil L

)F, = g;

XM, =g'

XF. = g;

tMx =0

tMz = 0'

lTBc. 0,91 Nm - [400'0,45] Nm = 0

A.+Ts6-400N =0

(MA)x -[400 1,8] Nm+ [T66 1,8] Nm=0

:=

Ay =0

TBc = 200 N

Az=200N

A"=0

(Mr)* = 360 Nm

(Me). = o

A J."e,Str.f.F J-
:\-A .l'r-)^a Jt

:2ite ,g,92aib. e

drdi JJ .rj.:*..o 6e, ,1 y-s 9': 3 ':r1': 9-c a- B ,-l.al'o

.0U. Jtu a',:e.\ g37) c*.1 P rser,\'.sr* BD r*

: D ,l.a.o.o

+f )F, = Q; F1o cos45'- Fe6 cos45'= 0 + Fae = Fps

4tF,= 0' F16sin45'+ Fossin45"- 2 kN= 0

2Fae sin45" --2 => Fp=Ji=t,4q kN (c) ; Foc = 1,414kN (T)

: A .-['ah.o

l; tF* = 0' Fqs-Faecos45"=0 + FAB =l kN (T)

$tF,=0' Fsq-F^r = I 3 Fec =Fea =1kN (T) : B ,l,ai"



YAA
:y-A .re_F J>.

Isina = 0,6

[cosa = 0,8

:po ,3.9fi la.5Lr#c

)r ..!:.r! 6O" Oi y;c a'> 
aS ,':rl,: 9,-c a-- C 

"La-e.

;y-l;L, .c-"1 f- 69.7, \ 6y* AC t^;c ^^i:i
y;c a.' .Li- Jr.l ,,....-l )L. A ,f,-l. ,c o. AC ,^-t

9 AD tte).r;...o !;no l-o;i .9b 9o a5 cil.: ul9>

,991: \ sr* | AB ,tt o';; ,o '(,r5:Ji otfa'S,,

Fas = Fas = 0 .(.!li- J51j a,,:9;297),-^l ti'.

+t>Fy= 0 Fe6 sincr-1,5kN=0 + FDc=2,5kN(T) 
:D .-['ai'

S>Fr=0, F6qcoscr-Fap=0 = FAD =2 kN (C)

+7lf*= Q 1 FBc - FDc = 0 =, Fec = 2,5 kN (T)
: C 

"l,a.ir

:f-A ..lr_F J>

Isinct = 0,6
' 

lcosct = 0,8

:yio 69fi L 6b *.is

.99-; 9 orl,: lr*,lr- ,.c 9; 9s tiii F 
"1,--L

A,.-Ji Jr .JJi..,^j JLel ,[.-i." it-l { ,i?)l-
.Jj-:!,"o .a ,.ssi\ s\y* EF , AF .gla';c

a+ij Jr .r.:.:,,,.6 !.>po *<J; olSa-'(; 9 DC y-t ,,.*n- t-og.i .9b 9': a5 srl': 9''c a-- C 
"l-i" O* a'a

Frr = Fer = Fec = 0 at-lltr (Jt&',$': a ':f 2t>r) c"l ;'' ss::\ cv* i BC s"
:Ji FL...*-

W )l rta, to"l,.; {.4 c lt-j..:9., 
"fab L J; c-" .ili,r^j .r"lt+S dl'6'.}"Jl,Fc i."-J'J J"

,1.:9.; !t ,15-l ..:9,.,,r"; JLcl e4* ,stiji c,-La; sq { I Jt-cs" JLcl Je{F" ('9; JJ jl J* c

:J,:L; c,Y.:L 1l osl-o:-l L.ro;,r.;L:j l, tl'.-|S sl;i o'-7

GxMA=0: (Cr'2,4m) -(4kNl,2m) =0 + Cy=2kN

+ttFy=0: Ar+Cr-4kN=0 + Ay=2kN

32p,=g;4,=g

"=""'(#)

tu
h,&"

"=.''(#)

s.6..-.--*l s6o,_11



YA'
:Y-A Or-r.,t .F a.l,rl'

6J)r .i- "lslu 
loj,-; ,,-l ,l .i- -7" l-,,-; ."r- ;L;i c J-; L- 9 A ,L; -,,1 

l, ,-|"1-"a .-,lv.s" orsl
srl.: J94--" .991 9o -r5l'r-- 9 py',..

: C .l.ai"

: A .l.a.i.

+1tFy=0: A, + FoEsincr= 0 = Fne =-3,333kN

,-15-i, ,s o.r*i oslJ61:; ;.43 .!tt FAE c47 a5 c"-"1 ;1 f3L ,j; '->lc
Fee = 3,333 kN (C) :.r,-lr,L-.;.-l

lR.
Yc
{ct

fb,
Fo.&

to"oo"

I*#.
\Fu"

.gJu
*" 

urt

+1>Fy = 0: Cy - FDc = 0 =' Foc = 2 kN (C)

:f -A or-F .l>

.,-r.:!..o .grLJ.! BC 9 AC 9;c 9c ,o : C rl-,i.
3>F*= 0: Fa6 = Fs6

+1tFy =0 : 2Fa. cos30'- P = 0

= Fan =F"" =+ -0,5774P(c)
2cos 30'

: B 
"fai"

S:Fr= 0: Fu6 cos 60' - F,qe = 0 - FAB=0,2887P(T)

P = 2,598 kN :;n9.J, uitri p; .,s (Frc = Fec = 1,5 kN ).5r1::!.5to9;c jl+'rUL )tl

P = 6,928 kN :o9l: u.irf J-; r.: (Fne = 2 kN ) o':;S y'c ;l>'' .tlji* tsl

P = 2,598 kN

3kN
_ ) nr _-,'. 

-DI

9c a5 u*:,..o c J,. 3 fru 69)+ axj.;..o 9 ED 9 BD .9to9& D 
"f--o- 

,o clt5l DC l^ic or? ),- t d?i ll

.9b 9,: af crls *c d-- A J,^L o9!! 9 .r,i! r.c,a y" .t-'--l1 ED G"-'y" rir'o9- 9 oJt J-;po 6r'i t5b

s9i g71) :-,1 "f.- ss*\ st* F AE y;t d'Lj-i )r "j:i"'a lips .,t*' "tF+*i'J AB #c ,5j-- bJl

1.5 m

6EgttEeSEs n I E ! ! l6 E n x;9-
.t'

*g9*

,r,-lyli ..:-"1 J# ,-JiG .tfu -,ls it;Szf

:A-4.y-FJ>

: j.a 69tl l{ 6ta..;3

.59; 9 srls LIr* .t y:"-c 9: L;A C ,)''i'
dr.i )r .r9;.,.; JLtl ,J-.n" it-l t .r?)l-

.r:* 6 ,i,, .st* ! .sl"r- BC 9 DC .91-o9,-c

Fec=Foc=FED=FAE=0 ,,-lr,t- .(,1.,u. ,js*: a.,



3tN

tt

YAV

C+tMc=0'

(+tMF=0'

+ltFy =0 :

E

\D.

FeB Fsc*'E*
lr^

z.zs w*r

-ile'h'|""

GtMA= 0: (Cr'2 m) -(2,25 kN'2tan30" m) =0 + Cy =1'299 kN

:r-h A-F. ,-P

:2Lo 69; !,5tac.&

.r-- .bOj .9b 9r al orls q& a- D ,L-L
BD yar dr.J )J .r.i:,..o J.;'so DE 9 CD 6l-69-c

y.- *. o.y t U:a-o . c^-l f,. Ssi \ Sy*
AB 9 BC .91i9,& B 

"l.L ,s .19,51 BD y.c ;.:9
p. t-' G-.."\ EB G+. ,y-t dx.l- I or9i J"ipo

Fse =F5s=0 dt"lril+ ajL

:JF Fi,-.i-,
:to-,9L-l5 JsL; aJ,:L ,l o.:l-o:-"1 L

C Lr,e.A"

D J,ai4

B J,ai4

E r-La.A4

:Y-A or-J^t Jt

c...- ;*! clri p*7 ,1s9.; + a+e !
.F "ry dr)+ l- Liit aS 'aa 6L; c.,.,1,

oYoL- ,l o,:G:-l ,-.; 9 .u-^*o J94o. ;i ,'r
:;*! ,,-l .glY J.:Li

Fre= 4kN(T)

Fec = 11 kN (C)

Frc = 9,8995 kN (T)

+l tFy = 0: C, - F6p sin30'= 0 + Fco = 2,598 kN (C)

$tF,= 0' F6ecos30"-Fr.=Q I FBc=2,25kN(T)

*\ypr=9; FeE-F6e=0 = FoE=2,598kN(C)

3 rF, = 0, FBc - FAB = 0 =' Fee = 2'25 kN (T)

+t tFy = 0: FaE + F6s cos60" - 3 kN= 0

+ Fre = 1,701 kN (C)

FFE.1-41=0

FBc.1-3.1 - 4.2=0

Fp6 . cos 45" -3-4= 0



G

(+ tMA = 0 : (G, 12 m)- (40 kN'6 m)- (30 kN'4 m)- (20 kN 2 m)= 0

$xFr=o: =
+lrFy=o: Ar+Gr-2okN-30kN-4okN=o -

YAA

,s;* \f .r,-l-.r J^j "rr cgtb*t J,i:.j cglt

,.r5 Cb l, y;,c a-- it-l L:a {t s9"i os, ..P-,r

l, aa tkb.--z c^.---! 'J*l''i cglt 'aa u:i/ ur''r-

.9l,or:.J19 l.ril c.,",1 p;Y .ri .51; g eF F f
... ,:i c-oa, A J.lj Ll'--o." ottds

- Gy = 33,333 kN

Ar=0

Ay = 56,667 kN

!.^.> ;6r!-! JFI,'J OtJl

,loe-j{qr!J"U;
sf o" :'9o

- Fi.^ = - 6.667 kN =

FrK = 62,222 kN (c)

Fco = 62,222 kN (T)

FKc = 6,667 kN (C)

aJsL. a-- ! aa 6L;;

,!U- J5-,]: .:l-,1 p-.-

(+ tMc = 0 : (F16'3 m)- (Ay'4 m)+ (20 kN'2 m) = 0 =

StFx=0: A*+ F6e- F1-6 = 0 -
+ltFy=o: A, + FKs-20 kN-30 kN= o

(+tMA= 0 : (Gr'12 m)-(40 kN'6 m)-(30 kN'4 m)-(20 kN 2 m)= 0

+ sE -n. -\--+-tx-e. -

Lt tF =0 : A.. + G., - 20 kN-30 kN-40 kN= 0 =''-.y -. r ,

:t-A o*_r; J>

O;* \f o"-lr -/^; o-,r 6l-o9.-s ;*" ,-9111

,r5 Ct, 1., y;'s a'- Jr-l L:i at rii orj ri'
1) bb Ctji. c-.> ;.-.'--! ,Jl'j 6lr 'bb ui1 ,5s'-

.9loe:,519 1,':,:,1 ;.-l P;Y ,i .91,1 t &f F f
.o,-r.,-i c-'-;a, A c.,Li 

"l''; 
ol3q53

=> Gy = 33,333 kN

Ax=0

Ay = 56'667 kN

2



YA1

(trvto= o'

+flFr=g;

4xF*=6;

alsL.o a-" t bb et-i.

.J.rU. Jfu slri p.^+

0=tan-]I ;l=s6,3099'

97 c..-.*!i J*I,.t irt5l

,1,:e*;{qy!JsU
;r34 t-,.,Yo

20 kN 30kN

C+'MK= 0: (A, 3 m)-(A, 4 m)+(20 kN'2 m)+ (FcD 3 m) = 0 =>

(+tMD= 0: -(Ar'6 m)+(20 kN 4 m)+(30 kN'2 m)+ (FKJ 3 m) = 0 >

4lF, =9: A,, + Fse + F6ecosQ-F61= 0

Fco

2

GxMA = 0 : (Dr'6 m)-(1,50 kN'4 m)-(1'5 kN 2 m) = 0 >

DIKD

- (F6p sin$ 2 m)+ (1,50 kN'2 m) = 0 =
Fsp sinQ-FEp sin30" -1,5 kN+ Dy = 0 =

-Fs. -Fs6 cos{+ F5p cos30'= 0 =

FcD = 62,222 kN (T)

FKJ = 66,667 kN (c)

Fro = 8,012 kN (T)

t.-A g ';' ,l->

,-)t ,st* t,f .-! F .:r9." c;lar'- J:+" 61,

./...,- ,"*t tts l; y* a-- 3',-l L:i +f c9,i oo;

,,: l, aa 1!;* ;.-1, c**--i .,-l*1:; 5l; aa;rl

ol5a*tj o:SlJ lail ;.,,,1 PlY ;i .91; I eF h
..rr-'i c*,sa, D ,r*lc

Dv = 1'5 kN

aJcL- a.- t aa 6ti; i-.,1, ':---"i J*l-z'J artJl

r.ty. ,.!.W "jft 
cl;i p-"e rls9J { o.i l-, JoU

,JJ"f.s.

/^. ^^" \
,t = trn 'l 

Jlanru 
I = 60",1, 1)

FcF = 1,732 kN (T)

Fer=3kN(C)

Fec = 1,732 kN (T)

o



(+tMA = 0' (Er.s m)-(15 kN 6 m)-(25 kN'4 m)-(10 kN 2 m)= o =

t?,
f l-A or-.t"J ,-,-? 

'

,,)-t ,st* u,r ."! F "ry G;l^rn rr..-.-" 6lt

.,.,--- .'r5 ets lt rt a-- 6,-l ti.! a5 r9,i or,

,,: l, aa 6J.; c.-1, c:*! ,,)-J->,:; 5ls .aa ;t1

"lJd.S ol;Jl9 |.:il g...,1 prY ;i .glra 9 #f ,b
..r.,-i c.-cr E ,r.(!lc

Ey = 26,25 t<ttl

J,:l; aJ.:L- a-, L aa eLiL i-1, i*. i J*t-, Orft

,,:yS o" :'go.!U. Jft.:!'i ,r--,-7 rlu9.; a, a-9; U

d=kn-'f9)=So,3oee'' \2)

" = on 'f 1l = 26,565'
|t)

Fco = 25 kN (T)

Fcr = 29,347 kN (C)

Fco = 2,253 kN (T)

:tY-A ,.1.'-:"i J>

v\ - lcr n\0

TGD

o

Fco' u

15 kN

C+tMc=0: (Er'4m)-(15kN'2m)-(FcD 3m) =0 +

(+ tMD = 0 ' (E, '2 m)- (F6p coso'2 m) =0 ='

StFx=0 : -F6e-F66cos{+ F6pcoscr=0 +

.,.,--- ,J.tt eF l: y* a- ;,-l liii af s9.! oo, ,it st* t".r- t-tr F r)9^ ,sl^ve r.r#- ctl-i

9,: b .oc, ,ir1 ss 6H; ,.: lql ..y-l;t+ .cr,s" ;"U -; JC rK-s Jr{a" '5.," eti." JLl ,': Ll 'tt 6Lii-

.csf,r. ,-$"; tt Ct-ii- J-!- 9 ,ri- i i'--Ja' Hl , DC J9{e'

."1-,.r'o J.l; ss 6ti F111 9 Fe6 s'.-:- c9l-i

(+:MH= 0: (Feq 4)+(6 3)-(8'7)= 0

(+ xMo = 0 : - (Fsl .4 )- (8 '3)- (6 7)= 0

+ FHr= 4,5 kN (C)

..:yi,r.6 
"t-b; 

tt eti. FJt &:::- dil-ri

.(,)\
cr = tan- [iJ- 

+s'

(+ tMc = 0 : - (FHr 4) - (FJr cos cr'4) - (8'3) + (6'7) = 0

- Flr= 0 kN
.HI



Yt'l
PPP

C+tMB = 0 '

,fstr -n.

+ \-E -n.

100 N

(2,7 Cy) -(1,8 m'2,5 kN) - (0,9 m'2 kN) = q =
z,e3a N+ f Fas - 2,5 kN- 2 kN = o +

c-nfz,zoetn=o

f Y-A O{.tat Jt''

9 J,U, Jft ,o "r-!r.i ,:l;'i 9,,> ,1':9-; C qr q

:6r9'ot d:.{e rr l-69; JrLj Jiji
+ttFy=0: 3P-300N=0

+ P= 100N

d5!-l 9 BC 9; ,:lr'i p-^e -rlsp; C a?i t?

: ;.,,,1 G,9; 9': AB 9,.ac

cv = 2'333 kN

Fes = 2'708 kN

cx = -1,625 kN

:lA-A.1-/'.-l>

9 c-,r ,*;l rj-fi y.e olr'i n-"- ,l':9 ; + a:f tl

';i JsU l!rL. Jjji
(+tMA= 0 : -N6'50 +100'250= 0

= NB= 500N

ft-A ..lr.rat J'

aS!-l 9 BC *e .:l;i ,',,.- ,lc9^; + C9, tr

: c.--l (5,-9F 9s AB 9;c

- Fre = 1131,371 N

= cy = -400 r't

itF, =0 : Ax +NB sin45'= 0 = Ax = -353'553 N

+t:Fy =0 : Ay -100-Ns cos45'= 0 + Ay = 453,553 N

-.----
Fo = uE* Ai = ./t-esr,ssal'* (453,553)2 = 57s,074 N

/ r.^
/ (BcFi rlji ,'-? )rr'':)

A+s"o'
C+tMc = 0: (F1scos45')'1 -(Fa6sin45')'

jb tF, =0 : Cr+Fascos45"= 0

+ttFy=0 : cr-400+Fassin45"= 0

(4C9,-' Jljl F---" rlrgd)

,100 N

3 +400.2+800= 0



Nes

l.2m
Nes

500 -NAB = Na6 + 150

(+tMx= 0 : P(1 - x) - 2P(x)= o

l?l
fV-A .l'r-F.l>

, A .t)! 619 clri P'-7 ,lor- + o:i !
+l tFy =0 : N6 -500+ 2T = 0

+ 2T= 500 - Nls (1)

, e ,r::.,-t" 619 slr'i p-^'7 rl"r- { oel ! F r
+ttFy =0 :-N1s -150+2T = 0

= 2T= Nre- 150 (2)

:.:9,i,,r. a:.;i (2) r (1) olsL- jl

Nee = '175 N

f A-A Or-.t"i J''

: o9,i,,r. a2..ii c..,l; c...- ir*"t' t-pi ll

P ,Ss'j t* c,.-1, c..o-- ,.: B aJ"-i; al .xr .S!! rr
aL.G a'. 2P ,Sstr ,t\ e.> i-'-4-,,, ,': A aloi'; a.', 9

..r..j.j.f*. ll 
'to;l 

0,9+0,1= lm

:.:9,3,r." +zc;i P cl;i 
'u"-7 

,l':9,.; ;l

+tXFy=0:2P+P-6kN=0 = P=2kN

l- 6s'; )1UlS 6 c.-"1 .r,-q x -"-l-u aL"at!

:1.:rf

4

x= 
5=0'333m

150 N

r" =2P I
,;-*ffi.



I'Y

1.5m '!

i

15 kN
15m J.

l

+
10 kN| 

1.sm

1 Jtas,Str.g.r-'J-

10 kN

:'l-1 ,.lf :; .-l>

:o9.ir,4 +7*r,.-' ,-15.:l;.i p...e rlcyj;l
(+:MA=0 6By-4,5.15 -1,5'10 = 0

= B, = 13,75 kN

c".*3 cl_r'i o*> ,lsf ,.9h Jott oY,:L a, a--9; L

:.:9,i,.r. ou:i ; c*,! ;*.- ,,: BC ocrg- ;).,
+ str -n. = Nc-0

+J XF, =0 ; Br-15+V.=0 + Vc=1,25kN

C+ tMc = 0 : -Ms +38, -1,5.15 = 0

= Mc = 18'75 kNm

:Y-1 orFJ>
:.:9.i,r- a-:t-;; ; 

"15 
cl;l p*.7 ,1c9.; ,l

(+:[/A =0 30+ 38, -4,5.10= 0

- By= 5kN

c.."*-! sl;i ,t.o ,lsf .91.i Jrt; oY.:L^ a, a;9; L

:.:9,.1:,r. o*:; ,j c-"--1, c"*., ,.: BC ocrg- .p_;
+ rF -n = Nc-0
+1tFy =0 : Br-10+V.=0 + Vc=5kN

(+tMc= 0 : -Ms+1,5Br-3.10 = 0

- Mc = - 22'5 kNm

:f -1 .lr-F .-l>

:r9.i,,r-o oc.i; ; 
"!5 

.:lr1 n.,e ,1;l ,l
(+tMA=0 1.100-3By:0

- e.,= lqK,lr3
;*! .:!i n*> ,lc9 ; ,.91r, J.:L; oY;L a, a--9; L

:.:9-X.r. or,:; ;-' ;.-f ;.^- ,s BC o.:r9; 
"i2+ str n. ---7 'rc - 

w

I

I
V

w

0kN

1.5 m -l- l.5m I 1.5 m--f-1.5rn!
kN.m

IM
\

*r m-,1-- r m*l*- r.s *--]-- r.s *.*l

+ttFy=0: Vc-By =0 =
(+x[/c= 0 : -'1,5Br-M6 = 0

10n
V^ =: L11

J

= Mc= -50 kNm

Ay ,J el' JljT p.,9 ,lJJ-j

J*j ,,F dlji p"".,->' rld9"i

8C c.. -a otjT rt--;.rtcr: nr=$tN



1.5 mI-F l.) m -.-
l12kN
J q o*r.{l

f-- 1.5 m

8C c*! ctli n--7.,t;e; 23.25 kN

l?f
:f-1 ,1.:; J>

:.:9.i,r.o a-zr-;.; ; ,f5 ':l;i ,'-,,-- ,1s9.; ,l
(+:Mo= 6 ; 6By-4,5'27 -1,5 12=0

- By = 23,25 kN

;*! .:!1 o-> ,1,:e i .9lr J.l; oY.:L a, a>9; I

:J'5G. dr!.:j ,,j ;-l-, c..-- ,c BC o,:iP ur-rl

+ str -n. - 
Nt _n|rc-w

+l tFy =0 : B, -13,5+V6 = 0 = V6 = -9,75 kN

(+xMc = 0 : -M6 +1,5 B, -0,75 13,5 = 0

+ Mc = 24'75 kNm

:A-1 ,tl-:; J>
:rJ.;.,r 4++ ; ,-15 .:lri n-..- ,1.:9.; ;l

(+XM1 =0: 6By -4 13,5-2 13,5= 0

= By= 13,5 flt

e*! .:l;i o,> ,1.:9^; .91r, J.:b .:YsL a, a-9; L

:c91,,r. oc;; ; c-1, c,--- rl BC o':rg ;;
+ s.tr -n. -J 'rc-v
+ttFy=0: B, -13,5+V6= 0 + V.: g

(+tMc= 0 : -M6-1'13,5 * UtrJ Or.=, 
n*,

:t-1 U--r^jJ>
:,:9.i,r.0 a-a.;; ;, "[ 

.:l;i p,e ,1.:y; ;l

(+tMA =0 6By -4,5 18 -2 9= 0

) By = 16,5 kN

c*! .:lr.i n ,,- ,1.:9^; .gly Jcl; oY.:L," a., a--9; L

:.:9i.r"o aa;; ; c..-1, ;.-"-- ,.: BC osrg .;:r1

+ sF -n. - 
Nt _n+ ,tc-v

+1tFy=0: V6+Br-18=0 + Vc=1,5kN

GtMc = 0 : -Ms +3Br -1,5 18 = 0

+ Mc = 22'5 kNm

=lr.s'" -l

r.r
+fto, i elt JljT F--" ,lr 9-

13.5 kN

)"-.] Ji rlt a*? )lre;

C

13.5 kN

+

.BC c'*3 rljT F"-? )lrr- 13.5 kN

F- z rn 
-*]-t 

m*l.-t.5 m-!.-l.s m--l

Mc

By

MC

; ,_15 
.rl;i ,r.--7 ,lo9;

Bv =l 6.5 kN



Y'A

o

0

:V-l .tr.F J>

p,e rlc9^; .rc..j.,. ,-F-* A trL;: jl 0< x< 3m al-l! a,

o,:1.: ,L:; "$i ,o ,i c-! c-",'^J oa,i o'r,-y c.."**d .:lr'i

slsrlr! ,4,J" 
j-ii i.Q? ),i M 9 V ,l:9-; yl ,; .c.-l o'ri

otlf )l|J jl oJi o.\,'-.;r ;---.5 .-,- c.-," et- Jr c.r)Ie

:+T.'6 4z..! JJk .-Y.:L ;l osl-o:.-l L .s9i r"

+ltFy=0: V(x)-O kN =0 + V(x)= 6 kN

(+lM, = 0: -M(x)-[6 kN(3m-x)]=a

= M(x) = (6x- 18) kNm

YL ,,: o.r.oi c.,",rc, .,.:.i tW I ,,sit: 49l. eli
.$lo.ri p-,,_1 ,f,b- 

"lS-: 
,.:

:A-l g.,-F Jt

)lJr- f+j,r" ,-ir ;, ol-ri oJ ,l 0. x< 3m aLl-i a,

JLji JS^i )J )*t !€ ,--.-or o,r.! o.r,--r1 "'- ; oli o.-7

.;.U a*- i-47 ,.: M 9 V ,lo9J ,,-l ,.: .e^-l o.r,J, ocls

;,l "s o&-' csi; c-.,! ;""- 6t- r,: ;*)lc ,:|.:rlr.i

:,:9,3.r.o a-2";; Jsb oYoL- ;l ".:Gil L .s9.!.r" crlg

+ttFy=0: -V(x)-30x kN:0 + V(x)= -30x kN

(+xM, = 0: M(x)-25 kNm+(30xkN.x/2)=0

= M(x) = (25- 15x2) kNm

YL ,s o.r.o'i ;.-rd.., ..,.:^-i 1g6 s csit ,S9i ely

Jr .,;; )rU,i,S )lJi- ..r.;losi p.-, .!tL ,JS.: ,c

.Jy J6lP i'- XIS x--1'291m

(25-15x2\ = 0 = x=.!m1ts=t,zsln

0

-90

25
0

-110

F_3 m
30 kN/m



0

-9

0

-9

+ltFy=0: -V(x)-x2 kN = 0

(+tMx = 0 : tr,t1x1+ 
Jx 

x2 =O

l2?
:1-t,.1*F rl>

-.,1.r- .ro+j.r" .* ,., .!i aJ ,l 0< x< 3m a.Lol3 {
JLlj JS-X )r ):, .;q -..o.^,-, orl o.r,-r, ;*! cli p-.,--

:.-:9-i,,r.a +.;; LocJi +,L:; 1l .a-l oai o,:lc

*=i=w=2xkN/m
n "..- rls9.; rc; I, o"rf Jl c".*! o.:;J .grlulrL

* lz*.*= x2 kN gr.- *-1.; .sr.r, .s,- t ;i cl;l'2
M e V rlse^i ,.,-l ,s .,+5.r. 4-F-f+ eJ"i," J lx "f.-fs

c",t,f c."- Ct- ,.: ...-)lc .:1.:rlr! .iJ" d:-j.. g{e )r
,-Y.:L rl orl;: ..1 L .$t^i.,,. .jt _,+ jl o.r,i, o.r.r-_;r f---.!

rJr.i.,.o drua; JJU

V(x)= -xz 11

M(x)= - ]x3 kNm
J

f.-l Cy-;; J-

: ,v"r5,r" p; ,o ! ,.;,,*,. ,-[ l.r:,1

C+'MB=0: 6Ar-12kNm=0 + Ar=2kN

.e+)rs" .j-t A olJ+.t ,l 0< x< 6m aLti a, ,-r.
,15.i ,.: ; L.,> ca! o.r.i o.l,-rr ;.*! .rljl p-..> ,lsfi
c.^:i c"e- ,,: M 9 V ,l:9; ;y-l ,c .c*"1 o.ri orls ;Lij
or.i oJ,r. _;, ;*-.6 c-! :^- d.- ro *)lc ,:l:rlr.i .9rt

,l.f.r. J"b olrL rl orl;:...1 l, .54,-" ,:rl9 ,*, ,l
:;.,59;

+ltFy=0: -2-V(x)= 0 = V(x)= -2 kN

(+tM*=0: M(x)+ 2x=0 = M(x)=-2*1Nt

,4m
o,l 

..----.---

A

-a1y

0

6m****---l

i)-



fzY
30 kN m

By= 5 kN

:l'l-l .tr-F J>
, rv-rJ,r" F -.rJ 

l, 
": 

'.*., ,[ lsl

(+>MB= 0: 6Ar-30kNm=0 + Ay =5kN

n.o rlsg^; p+j,-f o.-t (C b A ;l) 0< x< 3m a.Lt! a,

o.:ls ;Ll .-[.3 ,.: ; -..> -.aa oJ.i o-],r, ;*! cl;i

0< x< 3m .t! J"U ;YrL ;l 55li:.I l, .;-l 6.;!

+1tFy =0 : -V(x)-5= 0

(+XMx=0:M(x)+5x=0

'df Olt,_+

V(x)= -5 kN

M(x)= - 5x kNm

-,1".t- .p.,j.+ ,*y (B bC rl) 3m< x< 6m alols a, orL9,.:

,L::.; JS^l ,,r.)+,:€ ;* o$ o.r,.y;*i:!i ,o-.--

q-U 
"tr.l 

a! J.:L; oY.:L-ll orl;: J L.c-l o,r.i: ool.>

:&ii Jli6. (3m< x< 6m )

+ltFy =0: -V(x)-s= 0 = V(x)=-5 kN

(txMx= 0 : M(x)+ 5x-30 kNm = 0

+ M(x)= (30- 5x) kNm

:lY-l ,r"r-F J>
: n'.-rS 4 ,L, .,,:1.,6-=,- "[ 

lu.,l

(ttMB = 0: -6A, - 12kNm+(4kN.3m) = 0

:> Ay=0

"!,.--: rl"r. p*j,-+..rf (C I A ,l) 0< x< 3m +Ll! +

.i-l o.r^i ocl-: ;tl ,li.f:, ,.: ; !-(> j<! o$ o.!J a*o^....!

:;.59 r19;,r. 0< x< 3m .91r, J;L; o!;L rlo.:l"ilI

+lxFy =0: Ay -V(x) =0 = V(x)=Q

(+tM,=0: M(x)-12kNm=0 + M(x)= 'l2kNm

rl",r- .o*j.r.ry (B bC rl) 3m< x< 6m +LG a, orLg,:

,L5 Jt". rJ ).:, !"7 \:ar o.r.! o.:,-y ;*! .:!l p-,..>

a*.'L 
"r-l 

.Slf J.:b .-YcL;l osl;.. 'l L .c..-l o.r.i osl.:

,c-ly .rly.+ (3m< x< 6m )

+l xFy =0 : A, 4kN-V(x)=0 + V(x)= -4 kN

C+tlvx=0:M(x) -12 kNm +[4kN.(x-3)m]= 0

m)

i)-,
(3m<)'<6

F_,3 m 3nr -l

12 kN m

R

By

i)'
(3m<x<6

0
-4

12kN.md-Yr
,r l- ll ) m-I--Y /

l-r---l (0<x<lm)

+ M(x)= (24- 4x) kNm



0

-10

-18

0
^

-t4

l? A,

fY-l .lt-F .1.>

.,!U",|li 1o*3>,

:lf -l .tr.F .-la

: d.,*., ,-F { d--. 9t !

-(3.6) - (8.1,5 0,75) + Me = 0

Ay - (8.1,5) kN -6 kN = o

- Av= 18 kN

-32

M,r

18

6

0

0

-9

r'l ttr -n .

r l.) rn -l- l.l



60 kN

Ytl

40

10
0

ilA_l ,tl-F.F,

p-*-" Jt + t-. I l?
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  استاتيك  پيوست
  رداريمفاهيم اساسي محاسبات بُ

  
  

  رداري كميتهاي عددي (اسكالر) و بُ   )١-پ
  

  ردار كميتي است كه يك بُ
  

 باشد و داراي مقدار، راستا و جهت (سو) مي .١

 كند.از قواعد جبر برداري پيروي مي .٢
  

بُ گرافيكي  ردار  يك  صورت  جهتبه  خط  پاره  يك  نشان  توسط  (پيكان)  دار 
  شود و طول پاره خط بيانگر اندازه بردار است. داده مي

  
  

  
  

  ١-پشكل 
  

توان آنها ردار از آن جهت اهميت دارد كه در فيزيك و مهندسي كميتهاي زيادي وجود دارند كه ميمفهوم بُ
بُ به صورت  نظر گرفت، مانند مسيرهاي خطيرا  در  ، شكل، سرعتها، شتابهاجاييهاي خطي شكل، جابهرداري 

  دت ميدانهاي الكتريكي و مغناطيسي و غيره. نيروها، ش 
A  شود، مانند همچنين براي مشخص كردن بردارها از حروف لاتين با يك پيكان در بالاي آنها استفاده مي


   ،

B


ردار مكان باشند  جايي و يا بُجابهكه بردار  ، ... . اندازه يا مقدار بردارها و يا همچنين طول بردارها، در صورتي
A، و يا حتي  A   ،Bرا با  


Bو   


  كنند.مشخص مي  

بيان مي  با يك عدد حقيقي  تنها  اسكالر كميتي است كه  يا  فيزيكي ذكر  كميت عددي  در كميتهاي  گردد. 
  مانند جرم، زمان، طول، دما.  ،شودد اندازه نيز به آن اضافه ميواح

  

  رداري بُ جبر   )٢-پ
  

     

مي  را  جبري  شده  شناخته  محاسباتي  در  عمليات  بعضاً  و  داده  تعميم  توان 
  ردارها هم به كار برد. مورد بُ

  

بُ . ١ Aردار  دو 


Bو    


راستا و جهت يكسان باشند با هم    كه از نظر مقدار،   
 ردارهاي آزاد). برابرند. نقطه شروع آنها لازم نيست بر هم منطبق باشد (بُ

Aردارهاي  مجموع و يا برآيند بُ .٢


Bو    


Rردار  عبارت است از يك بُ  


و    
Bردار  شروع بُآيد كه نقطه  بدينگونه بدست مي


ردار  بر نقطه پايان بُ  

A


بردار    شود. قرار داده مي   Aبا متصل كردن نقطه شروع 


نقطه     به 
Bردار  پايان بُ


Rبردار برآيند   


 شود:ته مي آيد و چنين نوش بدست مي 

  

RBA)                                                            ١-(پ


  

   
 
 
  

  
  

  ٢-شكل پ



  ٢٧٦

  

 
 

 ٣-شكل پ
  
  

  
  

  ٤-شكل پ
  
  
  

  
  

  ٥-شكل پ
  
  

  
  

  ٦-شكل پ
  

  

  
  

  ٧-شكل پ

پ     مي  ٣-شكل  (جابهنشان  قانون  تعويض  دهدكه  جايي) 
  معتبر است: ردارها هم پذيري براي جمع بُ

  

ABBA)                                          ٢-(پ


  
  

  ردار هم تعميم داد: بُچند  توان به سه و يا  عمل جمع را مي 
  

RCBA)                                          ٣-(پ


  
  

  قانون شركت پذيري نيز به صورت زير است:
  

)CB(AC)BA(                         ) ٤-(پ


  
  

  بدست مي آيد:  ٤-اين موضوع از شكل پ
  

A)BC(C)BA(


  
  

  جايي) تعويض پذيري هم بكار برده شود: و اگر قانون (جابه 
  

)CB(A)BC(AC)BA()      ٥-(پ


  
  

اشد.  شود كه مقدار آن صفر ب رداري گفته مي ردار صفر به بُبُ  .٣  
0به صورت  را  اين بردار  


  دهند. يعني:نشان مي   0و يا حتي   

  

A0A)                                               ٦-(پ


  
  

Aردار بُ  .٤  


  شود كه اگر با به برداري گفته ميA


جمع شود    
  برآيند آن صفر گردد: 

  

A(A(0)                                            ٧-(پ


  
  

Aردار  دهد كه بُنشان مي  ٥-شكل پ


    موازيA


بوده و    
  در جهت مخالف آن است. ولي داراي مقداري برابر آن 

  

و پرانتزها در   توان علامت  همانند جبر اعداد حقيقي مي   .٥  
) را حذف كرده و حاصل عبارت را به عنوان  ٧-رابطه (پ 

بُ بنابراين تفريق دو  Aردار  تفريق در نظر گرفت. 


Bو    


به    
B(A(صورت جمع  


 گردد.:تعريف مي  

  

B(ABA()                                       ٨-(پ


  
  

اگر   ترتيب  اين  Aبه 


  ،B


)BA(و    


  ُنشانداده  ب ردارهاي 
پ شكل  در  )BA(باشند،    a٦(- شده 


  ُنشانداده  ب ردار 

  خواهد بود.  b٦(- شده در پ
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آنجايي   .٦ است  از  بهتر  AAكه 


    صورت A2به 


  ،AAA


    صورت A3به 


كلي   طور  به  گردند  بيان  غيره  و   ،
يك  (اسكالر)    حاصلضرب  عددي  بُ  kمقدار  يك  Aردار  در 


بردار     يك  Akرا 


با  مي    برابر  مقداري  كه  نامند، 

kAAk 


Aمثبت باشد همان راستاي    kكه  دارد و راستايش در صورتي   


و چنانچه منفي باشد در خلاف جهت    
  آن است. 

  

Aه برداري است كه مقدار آن برابر واحد است. چنانچه  ردار يكّ بُ  .٧


0Aبرداري با    


)A/AA)A/1باشد،    


  
Aاي است كه راستاي آن با راستاي  هردار يكّ بُ


  باشد.يكسان مي 

  

  ردار: هاي يك بُمؤلفه  .٨
توان به  ردار را مي در بالا مشاهده شد كه دو و يا چند بُ

بُ يك  ميصورت  برعكس  نمود.  جمع  برآيند  توان  ردار 
Aردار  يك بُ


كه  ردار تجزيه نمود، طوريرا به چندين بُ  

بُ  آنها  جمع  بدست  از  اوليه  بُردار  اين  را  آيد.  ردارها 
Aردار اوليه  هاي بُمؤلفه


  نامند.مي 

  

    

  
  

  ٨-شكل پ
  الف) تجزيه در صفحه   

بُ كه  راستا،  دو  واضح است كه  و  Aردار تجزيه در صفحه در صورتي گويا 


آنها تجزيه     بر روي  قرار است 
1Aاري  ردگردد معلوم باشند. دو مؤلفه بُ


2Aو    


آيند كه دو راستاي معلوم، همان  به اين ترتيب بدست مي  

Aردار  دهد يكي از نقطه ابتداي بُنشان مي  ٨-طور كه شكل پ 


  و ديگري از نقطه انتهاي آن بگذرند. 
  

بر هم    عمود  مختصات  داده    y,x- چنانچه يك دستگاه 
مؤلفه تجزيه  باشد،  xAهاي  شده 


  ،yA


نمايش   ، مطابق 

  نيز گويا و واضح است. ٩-گرافيكي شكل پ 
  

yx AAA


  
  

iه ردارهاي يكّاگر بُ


jو   


  yو    xمحورهاي   در راستاي 
و   شوند  گرفته  نظر  اسكالر  مؤلفه  yA  و   xAدر  هاي 

Aردار  بُ


تجزيه  توان اين  باشند، مي  yو    xدر راستاي    
  را به صورت زير هم نوشت:  

    

  
  

  ٩-شكل پ

jAiAA  ) ٩-(پ   yx


  

  
  

Aبنابراين مقدار  


  برابر خواهد بود با:  
  

    

2  ) ١٠-(پ  
y

2
x AAAA 


  

  
  

Aردار  و بُ  x- اگر زاويه بين محور 


      توان نوشت: بناميم مي   را    
        

  ) ١١-(پ   cosAAx  
  ) ١٢-(پ   sinAAy  
  ) ١٣-(پ   tan

A

A

x

y  
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yxردار در صفحه از نظر مقدار يا توسط  بنابراين يك بُ A,A   و يا از طريق,A گردد. مشخص مي  
  باشند:ها داراي علائم زير ميدهد مؤلفهنشان مي ١٠- كه شكل پهمان طور

  

  
  

  ١٠-شكل پ
  
  
  
  
  
  
  

 
 

 ١١-شكل پ
  

  شود كه از گويا و معين بودن تجزيه نتيجه مي    
  

BA)                                                 ١٤-(پ


  
  

و فقط    كند صدق مي موقعي   yyxxكه فقط  BA,BA   
مؤلفه  باشند.  نمايش  از  (پاين  معادله  قابل  ١٤-اي  هم   (

  تعيين است:
  

jBiBjAiA yxyx


  

  و يا 
  

)BA(i)BA(0j)                   ١٥-(پ yyxx 


  
  

yyxx) با شروط  ١٥- معادله (پ  BA,BA    شود. برآورده مي  
  
  فضا در ) تجزيه ب

Aردار بُ


را مي توان به صورتي گويا و واضح در فضاي سه    
  به سه مؤلفه تجزيه نمود:  ١١-بعدي مطابق شكل پ

  

kAjAiAAAAA)          ١٦-(پ zyxzyx


  

  

در آن  k,j,iكه 


يكّبُ   ه در راستاي محورهاي يك  ردارهاي 
  .دستگاه مختصات هستند 

  

  ) ١٧-(پ
2
z

2
y

2
x

2 AAAA   
   

2
z

2
y

2
x AAAA   
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Aاگر زاويه بين    


و راستاي مثبت محورهاي دستگاه مختصات       توان نوشت: مي   باشند (زواياي هادي)   و    ,
  

  ) ١٨-(پ   cosAA,cosAA,cosAA zyx  
از زواياي فوق فقط دو تاي آنها مستقل هستند، يعني آنكه مي توانند به دلخواه از پيش داده شوند. اين    

  گردد. اثبات مي ١)٧١-(پدر  ) ١٨-(پموضوع با قرار دادن معادله 

 222 coscoscos1  
  

بُ Aردار  بنابراين يك 


zyxهاي ذكر مؤلفه  توسط در فضا يا     A,A,A    ذكر مقدار    از طريقآن و ياA


و دو    
  باشد.مشخص مي و   ، مثلاً  آن زاويه هادي 

  

  
  رداريبُ جبر قوانين   )٣-پ

  

  : باشند قوانين زير برقرار مي   اشاره شد   ، كه در بالا ردار ردارها و ضرب يك عدد حقيقي در يك بُبراي اعمال جمع بُ
  

ABBA  ردارهاجايي) تعويض پذيري در جمع بُقانون (جابه    ) ١٩-(پ  .١


  
    

)CB(AC)BA(  ردارها قانون شركت پذيري در جمع بُ    ) ٢٠-(پ  .٢


  
    

nm()An(m(A  ردارها قانون شركت پذيري در ضرب بُ    ) ٢١-(پ  .٣


  
    

)nm(AnAmA  قانون توزيع پذيري     ) ٢٢-(پ  .٤


  
    

BA(m(BmAm  پذيري  توزيعقانون      ) ٢٣-(پ  .٥


  
  
  
  

  ردار بُ ضرب داخلي يا ضرب اسكالر دو   )٤-پ
  

Aردار  ضرب داخلي يا ضرب اسكالر دو بُ


Bو    


BAلامت  با ع   


    بيان
ردار يك كميت اسكالر است  گردد. حاصلضرب داخلي اين دو بُمي 

  شود: كه به صورت زير تعريف مي 
  

  

  
 

  ١٢-شكل پ

  ) ٢٤-(پ cosBABA


    
  

A  ردار دو بُ  زاويه بين   كه در آن  


Bو    


  است.   
مي  را  ضرب  حاصلضرب  اين  عنوان  به  هندسي  صورت  به  توان 

Bجبري طول بردار  


Aدر تصوير    


Bبر روي    


بيان نمود (رجوع    
Aباشد، تصوير    90). اگر ١٢-شود به شكل پ


Bدر جهت    


  

است. مي مثبت  عددي  حاصلضرب  ترتيب  اين  به  و  باشد 
اگر 18090     باشد، تصويرA


Bدر جهت مخالف    


خواهد    

  بود و به اين ترتيب حاصلضرب عددي منفي است. 

  

  



  ٢٨٠

  ردار قوانين زير معتبرند: در ضرب عددي دو بُ
  

 

  

  
  

  
 

  ١٣-شكل پ

ABBA  ) ٢٥-(پ  .١

    

  گردد. اثبات مي ) ٢٤-(پرابطه فوق از تعريف معادله    
  

 
  

CB(A(CABA  ) ٢٦-(پ  .٢

    

ردارهاي  تصوير بُ   ٣١-شكل پدر    cو    bخطهاي  اثبات: پاره  
B


Cو    


روي     Aبر 


مي    نشان  با  را  كه  خطي  پاره  دهند. 
)cb(   خطهاي  مشخص شده است با مجموع پارهb    وc  

)CB(ردار  ست و به علاوه با تصوير بُبرابر ا


    بر رويA


نيز    
  برابر است. در نتيجه: 

  

CABAcAbA)cb(A

)CB(A)CB(A proj







  

  

)CB(ردار در اينجا تصوير بُ


  ُردار  بر روي بA


)proj)CBبا    


  
  ست.مشخص شده ا

  

  

Bm(AB)Am()BA(m(  ) ٢٧-(پ  .٣


      
  

  

اثبات:    cos)Bm(AcosB)Am(cosBAm)BA(m


  
  

    

٤.  
  ) ٢٨-(پ

10cos11kkjjii 


  
0

2
cos11ikkjji 





  

    

Aچنانچه از تجزيه    .٥


Bو    


هاي آنها استفاده شود، با  به مؤلفه  
م به  (پ توجه  ب٢٨ُ-عادلات  داخلي  ضرب  براي  مي  )  ردارها 

  توان نوشت:

    

  
22  ) ٢٩-(پ

z
2
y

2
x

zyxzyx

A0cosAAAAA

)kAjAiA()kAjAiA(AA






  
    

      همچنين:  
zzyyxx  ) ٣٠-(پ   BABABABA 


  

    

  
  

اي است. با  ردارها به صورت مؤلفهاين نمايش ضرب داخلي بُ
  را هم اثبات نمود. )٢٦-(پتوان معادله  مي  ) ٣٠- (پمعادله 

  

    

٦.  
  

0BAگر  ا  


0B,Aو     


از     0cosBABAباشند،  


  
مي  بايستي  نتيجه  يا  كه  0Aشود      يا 0Bو      يا و  بوده 

...,,25,23,21     بايستي اينكه  يعني  باشد، 
B,A


0BA(حتي    . ود باشند بر هم عم    


هم لزوماً بدان معني    
Aنيست كه  


Bيا    


  ) باشند. صفر مي   

    



  ٢٨١

  ردار بُ رداري دوضرب خارجي يا ضرب بُ   )٥-پ
  

Aردار  رداري دو بُضرب بُ


Bو    


    
CBA


  
Cردار  يك بُ


  خواهد بود كه داراي مشخصات زير است:   

    
١.  C


Aعمود بر صفحه گسترده شده توسط   


Bو    


A  خود است (و به اين ترتيب عمود بر 


Bو    


  خواهد بود).  

  

Cاندازه    .٢


Aالاضلاع گسترده شده توسط  با مساحت متوازي 


Bو    


  ، يعني
  




1800sinBAC   
Aزاويه بين  كه در آن  برابر است، 


Bو    


  است. 

  

Cجهت    .٣


Aاي است كه اگر انگشتان دست راست حول مچ دست در كوتاهترين مسير از  گونهبه  


به طرف    
B


Cبچرخند، شست دست راست جهت    


Aا نشان دهد. چنانچه  ر  


Bبا    


Aموازي باشد، يعني    


Bو    


هم    
BA  حتي جهت و يا در جهت مخالف هم و يا 


  0، باشندsin   :خواهد بود. در اين صورت  

  

0BA  ) ٣١-(پ   


  

  

  رداري جاري است: قوانين زير در مورد ضرب بُ
  

١.  
  

ABBA


  
ABشود. بر اين اساس براي تعيين  . نتيجه مي٣اثبات:  اين موضوع از مشخصه 


 ُردار  بايستي بB


را در   

به   مسير  Aطرف  كوتاهترين 


بُ   اين صورت  در  ميچرخاند.  بدست  بُرداري  در خلاف جهت  كه  ردار  آيد 
BA


  است. با آن  برابر اي اندازه دارايبوده، اما  

 
  ١٤- شكل پ 

 



  ٢٨٢

 
  
  

  
  

  
  
  

  
  
  
  
  

  

  
  
  

  

  
  

  
  

  ١٦-شكل پ

  رداري عبارت است از: پذيري براي ضرب بُقانون توزيع  .٢  
  

2121)                  ٣٢-(پ BABA)BB(A


  
  

بُ دو  خارجي  ضرب  اندازه  BAردار  اثبات:  


    مساحت با 
Aالاضلاع گسترده شده توسط  متوازي 


Bو    


برابر است. اما اگر    

B


Bردار  با يك بُ   


جايگزين شود، كه نوك پيكان آن بر روي    
g    قرار دارد وg    به موازاتA


Bاز نوك پيكان    


مي گذرد،    

به   شود  (رجوع  ماند  خواهد  تغيير  بدون  مساحت  اين  اندازه 
Bتوان با اين روش  ). بنابراين مي ٥١- شكل پ 


Bرا با   


، بدون  

  آنكه مقدار ضرب خارجي تغيير كند جايگزين نمود. 
  

BABA)                                        ٣٣-(پ 


  
  

  شود. از اين ويژگي در ادامه استفاده مي 
  

  
  

  ١٥-شكل پ
  

شوند به طور  پذيري ظاهر مي كميتهايي كه در قانون توزيع 
اند و در اين  نشانداده شده   ١٦-شكل پترسيمي در شكل  

شده   اضافه  آن  به  كارتزيني  مختصات  دستگاه  يك  حال 
Aآن در راستاي    z- است، كه محور 


ردارهاي  قرار دارد. از بُ  

1B


2Bو    


مي متوازي    گسترده  آن  الاضلاعي  قطر  كه  شود 
  برابر است با:

21 BBB


  
  

1Bردارهاي  بُ


2Bو    


بُ   تصوير  از  روي  كه  بر  فوق  ردارهاي 
مي  y,x-سطح (پآيند بدست  معادله  طبق  داراي  ٣٣-،   (

- همان مقدار ضرب خارجي هستند، در نتيجه معادله (پ
  توان به صورت زير نوشت:) را مي ٣٢

  

2121 BABABA)BB(A 


  
  

  

  



  ٢٨٣

1Bكه  از آنجايي   


Aبر    


1BAردار  است، طبق تعريف ضرب خارجي، بُ عمود     


آيد  به اين صورت بدست مي  
1Bردار  كه بُ


Aرا در اندازه    


 y,x- ردار بدست آمده را در صفحه ضرب كرده و بُ  A، يعني در مقدار اسكالر  

اندازه  هم  چرخاند.  90به  ميبه  هم  ترتيب  براي  ين  2BAتوان  


BAو     


از     بنابراين  نمود.  عمل 
12الاضلاع گسترده شده توسط  متوازي B,B 


Bو   


اندازه ضريب  الاضلاعي بدست ميمتوازي     Aآيد كه به 

BAه و قطر آن بردار  بزرگتر شد  


  د: نمواستخرج  را  توان روابط زيرالاضلاع مياست. از اين متوازي 
  

)BB(ABABABA 2121 


  
  ) اثبات گرديد. ٣٢- به اين ترتيب معادله (پ

  

٣.  
  

Bm(AB)Am()BA(m(                                         )                            ٣٤-(پ


  
  

  .آيد رابطه فوق مستقيماً  از تعريف ضرب خارجي بدست مي
  

٤.   
 ) ٣٥-(پ

  jki,ijk,kij

jik,ikj,kji)b

0kkjjii)a













 

 ). ٣١- آيند. همچنين رجوع شود به معادله (پاز تعريف ضرب خارجي بدست مي اين روابط هم مستقيماً 
  

٥.  
  

A,Bچنانچه  


Cو  


  اي نمايش دهيم: را به صورت مؤلفه 
kBjBiBB;kAjAiAA zyxzyx


  

  شود: نتيجه مي
kBjBiBB()kAjAiA(BAC()                                    ٣٦-(پ zyxzyx


  

  شود: پذيري نتيجه ميبا توجه به قانون توزيع

kkBAjkBAikBA

kjBAjjBAijBA

kiBAjiBAiiBAC

zzyzxz

zyyyxy

zxyxxx













  

  . مي توان نوشت: ٤با استفاده از روابط ذكر شده در 
  

k)BABA(j)BABA(i)BABA(C xyyxzxxzyzzy


  

  

BACردار  بُ zو   x,yهاي  به عبارت ديگر مؤلفه


 :عبارتند از  

  ) ٣٧-(پ
)BABA(C

)BABA(C

)BABA(C

xyyxz

zxxzy

yzzyx







  

  توان به صورت دترميناني نوشته و محاسبه نمود. نتايج فوق را مي 

  ) ٣٨-(پ
zyx

zyx

BBB

AAA

kji

BAC




  

  



  ٢٨٤

٦.  
  

  چنانچه
  

0B,A)                                                           ( براي       ٣٩-(پ 


             (0BA 


  
  

باشد مي توان با توجه به اينكه   sinBABA


  است نتيجه گرفت كه:  
  

00sin,,2,...                                                       )          ٤٠-(پ   
  
  
  
  
  

  گانه اسكالر ضرب سه   )٦-پ
  

  
Aضرب داخلي يك بردار  


Bحاصلضرب خارجي دو بردار    در   


Cو    


  ، يعني

  

)CB(A


  
  

گانه يك كميت اسكالر است، كه مقدار آن با حجم متوازي  گانه اسكالر مي نامند. حاصل اين ضرب سه را ضرب سه 
A,Bالسطوح گسترده شده توسط  


Cو    


  برابر است.   

CBطبق تعريف ضرب خارجي، بردار  


   بر سطح گست Bرده شده توسط  عمود 


Cو    


با    رد قرار دا    و مقدار آن 
Bالاضلاع گسترده شده توسط  مساحت متوازي 


Cو    


بُ  برابر است.    Aردار  ضرب داخلي كه 


بُ   CBردار  با اين 


  

Aآيد كه  دهد به اين صورت بدست مي تشكيل مي 


CBردار  را بر روي بُ  


    تصوير كرده و مقدارCB


    در طول
A,B,Cتوسط    ش يافته السطوح گستر اين تصوير ضرب گردد. اما اين مقدار با حجم متوازي 


  برابر است.   

  
  
  

  
  

  ١٧-شكل پ



  ٢٨٥

كه   داشت  توجه  CB(A(بايد 


    كه است  مثبت  A,B,Cوقتي 


و     دهند  تشكيل  را  راستگرد  دستگاه  يك 
ردارها يك دستگاه چپگرد بسازند حاصل اين ضرب سه گانه منفي خواهد بود. از اين رو با تعويض  چنانچه اين بُ 

  شود: نتيجه مي ردارها  بُرخشي  چ   متوالي 
  

  ) ٤٠-(پ
)AB(C)CA(B)BC(A

)BA(C)AC(B)CB(A






  

  
  اند. هر كدام از اولين عبارت با تعويض متوالي چرخشي بدست آمده   ، ردارها در هر دو سطر ترتيبهاي متفاوت بُ

  توان نتيجه گرفت: همچنين از تعريف ضرب داخلي مي 
  

A)CB()CB(A


  
  

CB. چنانچه بردار شود عمل مي گانه اسكالر به صورت زير  سه   ضرب   اي مؤلفه   نمايش براي  


   موقتاً باD


جايگزين    
  به صورت زير نوشت: همچنين  گانه اسكالر را  توان ضرب سه گردد، مي 

  

zzyyxx DADADADA)CB(A 


  
  

  : شود اي ضرب خارجي نتيجه مي و با توجه به نمايش مؤلفه 
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

  
  

A,Bهاي  عبارت فوق با دترميناني كه سطرهاي آن از مؤلفه 


Cو    


  اند برابر است. تشكيل شده   
  

zyx

zyx

zyx

CCC
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)CB(A 


  

  

ردار در سطح تشكيل  شود، همينكه يكي از اين سه بُگانه اسكالر نتيجه مي با توجه به معناي هندسي ضرب سه 
گانه اسكالر صفر خواهد شد. بنابراين مشابه ضرب داخلي و خارجي  ردار ديگر قرار گيرد، حاصلضرب سه شده از دو بُ

    ردارها صفر باشد. ون آنكه يكي از بُبد تواند صفر گردد،  مي گانه اسكالر هم  ردارها، ضرب سه بُ
  
  
  
  
  
  



  ٢٨٦

  خواص هندسي عناصر خطي و سطحي    ١جدول 
  

  

  
  

  



  ٢٨٧

  مركز ثقل و ممان اينرسي جرمي اجسام فضايي همگن    ٢جدول 
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