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 مقدمه
از  پیش. کندمختلف بررسی می هایتحت بارگذاری اجسام جامد را ای از مکانیک کاربردی است که رفتارشاخه ،مقاومت مصالح

 دستها بهو نیروهای داخلی در آن استاتیک مورد مطالعه قرارگرفته تعادل اجسام صلب تحت اثر نیروهای گوناگون دراین، 

 و درطبیعت وجود ندارد ،صلب کاملاً جسمشوند. فرض می پذیرشکل، تغییرهحت اثر نیروی وارداجسام ت، دراین درس .اندآمده

 تغییر شکل می شوند. ذاری دچارتحت اثر بارگ ،اجسام بسته به میزان سختی خود

ام مورد جسسایر ا چوب و بتن، ی نظیر فولاد،نامتغییرشکل مصالح ساخت ها( ونیروهای داخلی )تنش ۀدر مقاومت مصالح محاسب

این  رد شود.سازه پرداخته می پایداری اعضای باربر صلبیت و سی مقاومت،رهای تحلیلی به براستفاده از روش با توجه است و

 شود.پرداخته می به مسائل نامعین استاتیکی نیز ،درس

 شود:اصلی در حل مسائل درنظرگرفته می ۀدراین علم سه فرضی

 

 

 

  

 آن باید  برقرار ینیز هریک از اجزا و  (free body diagram. تعادل کلی نمودار آزاد جسم )استیروها منظور ازتعادل، تعادل ن

 باشد.

 .تغییر شکل جسم تحت اثر نیروی مشخص قابل محاسبه استمیزان  تغییر شکل، -باتوجه به روابط نیرو

 .ضروری استیکپارچگی جسم یا سازه  حفظ ،تحت اثر بارهای وارده است. هاسازگاری نیز سازگاری تغییر شکل از منظور

 

 تعاریف پایه
 که بین ذرات آن هیچ جابجایی نسبی وجود نداشته باشد. است جسمی جسم صلب :

همگن فرض  ،العه دراین درسطاجسام مورد م همۀباشد.  نقاطتمام یکسان در  هایویژگیکه دارای است جسمی  جسم همگن:

 د.نشومی

 باشد. جهاتتمام یکسان در  هایویژگیدارای  ،ۀ خاصست که دریک نقطجسمی ا جسم ایزوتروپیک:

 باشد. جهات مختلفدر  متفاوت هایویژگیدارای  ،دریک نقطۀ خاصجسمی است  جسم غیرایزوتروپیک:

 باشد. سه جهت عمود بر همدر  متفاوت هایویژگیدارای  ،دریک نقطۀ خاصجسمی است  جسم ارتوتروپیک:

  شود.تغییر شکل در اجسام می ایجاد حرکت یاباعث  عاملی است که نیرو:

اند و هقرارگرفتۀ بزرگی نسبت به هم هرجسم از ذرات ریزی تشکیل شده است که نسبت به قطر ذرات، درفاصل :نیروی داخلی

 نیروی اه به جسمیی است. هرگثابتاین فاصله مقدار  شوند،قوی بین مولکولی باعث حفظ این ذرات در کنار هم می ۀجاذب

 شود.که باعث تغییر شکل می خواهد شددر آن نیروهای داخلی ایجاد  الزاماًخارجی وارد شود، 

        Equilibrium                                                     تعادل:                              -1

 relations                       Force – deformation   تغییر شکل:          -روابط نیرو -2

 Compatibility                                               سازگاری:                               -3
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 پیشوند واحدها

که اعداد مربوط به واحدها خیلی کوچک یا خیلی بزرگ نباشند، معمولاً پیشوندهایی مطابق با جدول زیر مورد استفاده برای آن

 گیرد:قرار می

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 استاتیک یادآوری از

 بندی کرد:هدستشرح زیر  توان بههای ساختمانی را میاز دیدگاه مهندسی، سازه: های ساختمانیانواع سازه

 ؛ها ومهارهاشها ککابل عناصر کششی:-1

 ها؛قطعات فشاری درخرپاها، ستون عناصر فشاری: -2

 بعدی همراه با بار جانبی؛عناصر یکتیرها:  -3

 بعدی همراه با بار جانبی و محوری؛عناصر یکها: ستونتیر -4

 همراه با بار جانبی و محوری؛ )خمیده( یبعددوعناصر : (Arches) هاقوس -5

 ؛صفحه در بار واقع احتمالاًدبا بار جانبی و همراه ناصر دوبعدی مستوی: ع(Plates)صفحات  -9

 ؛بار کلی عناصر دو بعدی با سطح منحنی و: (Shells) هاپوسته -9

 ؛عناصر یک بعدی بار پیچشی : (Shafts)ورهامح  -8

 ؛عناصر سه بعدی با بار کلیهای سه بعدی: قاب  -7

 لحاظ شکل سازه یا بارهای وارده. عناصر مرکب از دو یا چند عنصر فوق ازهای مرکب: سازه -11

 

 

 

 هاگاهاتصالات و تکیه
رافش درجاهایی نیز به محیط اط به یکدیگر متصل شده و یابد کههر دستگاه مکانیکی از تعدادی عنصر ساختمانی تشکیل می

 به اصلاح به آن تکیه نموده است. متصل گشته و

 ای دوبعدی نشان داده شده است:های سازهدر شکل زیر انواع تکیه گاه ها و اتصالات در سیستم
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  نمایش داده شده است: بعدیسهو  ها و نیروهای اتصالی مربوطه در سیستم دوبعدیگاهدر شکل زیر نیز انواع تکیه
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 (Free Body Diagram) نمودار جسم آزاد

ای، بر پایۀ مفهوم جسم آزاد استوار است. در مسائل ابتدا دستگاه ها و عناصر سازهاکثر مطالعات مهندسی در زمینۀ ساختمان

ین دهیم. تصویری که بدبر روی آن، تأثیر میصورت نیروها و یا اثرات دیگر مکانیکی مورد نظر را مشخص ساخته، اطراف آن را به

  .نامندشود، را بنا به تعریف نمودار جسم آزاد آن دستگاه میترتیب از دستگاه جدا شده از محیط حاصل می

 

 

 

 

 

 

 

 نمودار جسم آزاد

 های مکانیکیها و دستگاهتعادل سازه
تواند سه حرکت انتقالی و سه حرکت دورانی داشته می به عبارت دیگر، یک جسم صلب در فضا، دارای شش درجۀ آزادی است.

که جسم در حالت سکون قرار گیرد، باید شش نوع حرکت احتمالی آن مهار شود. سکون جسم از نظر بنابراین، برای آن باشد.

صات م مختمهندسی بدین معنی است که برآیند نیروها و لنگرهای وارده بر آن مساوی صفر است. شش معادله تعادل در سیست

 عبارتند از: x-y-zدکارتی 

 

 

البته درحالات خاص که درجات آزادی حرکت جسم محدودتر بوده یا نیروهای وارده عملکردی خاص دارند و تعداد معادلات 

 شود:صورت زیر نوشته میمعادلات به  y-xدر صفحۀ  .یابدکاهش میتعادل نیز 

 

 

 باید مساوی صفر باشد.  zحول محور  oیعنی مجموع لنگرها نسبت به نقطۀ دلخواه 

 (Internal Force System) ایسیستم نیروهای داخلی در اعضای سازه

اثرات درونی جسم پی ببریم، باید مقطعی از نقاط مورد نظر عبور دهیم و نمودار جسم آزاد را که هرگاه بخواهیم به کم وکیف 

یم. در نمودار جسم آزادِ قسمتی از جسم، اثر بقیۀ سیستم را که از آن جدا در یک طرف این نمودار قرار گرفته است، در نظر بگیر

دهیم و با استفاده از معادلات تعادل، نیروهای داخلی را مانده قرار میصورت یک سیستم نیرو بر روی قسمت باقیشده است، به

 دست آوریم.در نقطۀ مورد نظر به
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دهند، مطابق با شکل زیر، نیروهای داخلی شامل: بعدی و دوبعدی تشکیل میناصر یکهای ساختمانی را عجا که اکثر سازهاز آن

بعدی و دوبعدی(، نیروی برشی و لنگر خمشی )در عناصر دوبعدی(، با استفاده از معادلات تعادل نیروی محوری )در عناصر یک

 .خواهد بودقابل محاسبه 

 

 ترسیم نمودارهای نیروی برشی و لنگر خمشی تیرها
ها، دارند. عناصر اصلی تحمل کنندۀ بار کف ساختمان ایاعضای سازهعنوان های متداول بهساختمانتیرها بیشترین کاربرد را در 

صورت متمرکز، عمود و یا تحت زاویه نسبت به امتداد محور طولی آن باشد. همچنین تواند بهتیرها هستند. بار وارد بر تیر می

ت نخستیر،  یک ، وارد شود. برای طراحیل تیرشکل گسترده یکنواخت یا غیر یکنواخت در واحد طو تواند بهبارهای وارده می

داخلی در تمام نقاط روی آن معلوم شود. بدین منظور نمودار تغییرات نیروی محوری، نیروی برشی لازم است نیروها و لنگرهای 

دلیل اهمیت و کاربرد بیشتر، در این فصل شود. البته بهه میو لنگر خمشی را در طول تیر ترسیم و نقاط بحرانی آن نشان داد

 فقط نمودارهای مربوط به تغییرات نیروی برشی و لنگر خمشی مورد توجه قرار گرفته است. 

 قراردادهای علامتی: 
 روهای ـت بارها و نیـعلام صورت قراردادی،لازم است به حث،ـورود به ب ش ازـپی

 رو، جهت مثبت بارها و نیروی برشیدر شکل روبه را مشخص کنیم. داخلی عضو

 شکل زیـر  خواه از یک تیر، نشان داده شده است.ـو لنگر خمشی در یک نقطۀ دل

 دهد.نیز علامت مثبت نیروها و لنگر خمشی را در یک مقطع از تیر نشان می
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 روش مقطع 
ا شود. تحلیل یک تیر، نخست ب، شناخته مین نیروهای داخلی، برای تعییعنوان یک روش پایه در مکانیک جامداتاین روش، به

های مجهول العملکه تیر مورد نظر، معین استاتیکی باشد، تعداد عکسدر صورتیشود. رسم نمودار جسم آزاد آن آغاز می

در ، های بعدیردد. در گامگها محاسبه میگاهتکیه این ترتیب واکنش گاهی مساوی با تعداد معادلات تعادل خواهد بود. بهتکیه

شود و با اند، مقاطعی فرض میفواصل بین نیروهای متمرکز و همچنین، نقاطی از تیر که تحت بار گستردۀ مشخصی قرار گرفته

توجه به این اصل که هرگاه جسمی کلاً در حال تعادل باشد، هر جزء آن نیز باید در حال تعادل باشد، نوشتن معادلات تعادل 

 دهد.زء، نیروهای داخلی در مقطع مورد نظر را به دست میبرای هرج

( از تیر مطابق شکل زیر تحت اثر بار بلافاصله قبل و بعد از بار متمرکز) Cو  Bنقاط در ا نیروی برشی و لنگر خمشی ر :1مثال

 محاسبه کنید. kN 6متمرکز 

 

 

 

گاه )کافی است فقط مؤلفۀ قائم واکنش تکیه کنیمرا تعیین میگاهی تکیه هایواکنشابتدا پس از ترسیم نمودار آزاد تیر،  حل:

A  :)محاسبه شود 

 

 

 نویسیم:معادلات تعادل را نمودار جسم آزاد قطعۀ سمت چپ تیر می Cو  Bاکنون با مقطع زدن در نقاط 
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ترسیم  wاثر بار گستردۀ یکنواخت نمودار تغییرات نیروی برشی و لنگر خمشی را برای تیر مطابق شکل زیر، تحت  :2مثال

 کنید.

 

 

 

 

 Aگاه از تکیه xآید. مقطعی را در فاصلۀ دست میبه wL/2گاهی تیر به دلیل تقارن، به سهولت برابر با های تکیهواکنش حل:

 نویسیم )بهه میو معادلات تعادل را برای این قطع دهیمگیریم و نمودار جسم آزاد را برای قطعۀ سمت چپ نشان میدر نظر می

 : ایم(بار متمرکز معادل آن را قرار داده  xجای بار گسترده در طول 

 

 

 

 

 

 دلیل هگاه برابر است و بگاه، با واکنش تکیهمقدار نیروی برشی در تکیه

 ، نمـودار تغییرات آن نیزxخطی بودن معادلۀ نیروی برشی بر حسـب 

 را برابر با صـفر قرار دهیم، خطی خواهد بود. اگر رابطۀ نیـروی برشی 

 آید:دست میموقعیت آن بر روی نمودار به

 

 

 

 را در معادلۀ لنگر خمشی قرار دهیم، بیشترین  xاگر این مقدار حال 

 مقدار آن حاصل خواهد شد:

 

 

 

 .صورت سهمی خواهد بوداز درجۀ دو است، به xکه بر حسب نمودار تغییرات لنگر خمشی نیز با توجه به آن
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 معادلات دیفرانسیل تعادل
یک روش مؤثر در تعیین نیروی برشی و لنگر خمشی در طول تیر و ترسیم نمودارهای مربوطه، استفاده از معادلات دیفرانسیل 

در نظر  ،متمرکز و لنگر خمشی متمرکزبار گسترده،  بار را تحت اثر بارهای مختلفی ازجمله aتعادل است. تیر مطابق شکل 

نشان  xطول نمودار جسم آزاد قطعۀ کوچکی به bاند. در شکل ام نیروها در این تیر، با علامت مثبت فرض شدهتمبگیرید. 

 داده شده است.

 

 

 

 

 

 

 توان نوشت:با استفاده از تعادل نیروها در امتداد قائم، می

 

 

ه  کدر صورتی توان نتیجه گرفت:می xبا تقسیم کردن عبارت فوق بر 

1) 

 

 .«شیب نمودار نیروی برشی در هر نقطه، برابر با مقدار بار گستردۀ وارد در همان نقطه است»رت دیگر، به عبا

 مساوی صفر شود:  O، باید مجموع لنگرها حول نقطۀ ۀ مورد نظربرای حفظ تعادل در قطعهمچنین، 

 

 

 توان نتیجه گرفت:می طور مشابهبه

2) 

  .«طه، برابر با مقدار نیروی برشی در همان نقطه استشیب نمودار لنگر خمشی در هر نق»، یعنی
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 به ترسیمتوان به سهولت، اقدام می با استفاده از معادلات فوق،

  د.کراقدام نمودارهای نیروی برشی و لنگر خمشی 

مقدار نیروی برشی در  رو،عنوان مثال، در تیـر مـطابق شکل روبهبه

گاه و چون شدت ر این تکیهبرابر است با واکنش تیر د Aگاه تکیه

برابر با صفر است، درنتیجه شیب نمودار نیروی  A بار در نقطۀ 

قطۀ ن در فاصلۀ بین دو نقطه، برابر با صفر خواهد بود.برشی در این 

C  وD درنتیجه د؛ـیابیـش مـزایـنفی افـت مـلامـشدت بار با ع، 

هت در جC نسـبت به  Dدر نقطۀ  یـیروی برشـب نمودار نـشی

 منفی افزایش خواهد یافت.

برابر است با نیروی  Aشیب نمودار لنگر خمشی در نقطۀ همچنین، 

برشی در این نقطه؛ که چون علامت آن مثبت است، شیب نمودار 

نیروی   Dو  Cلنگر نیز مثبت خواهد بود. در فاصلۀ بین دو نقطۀ 

 یابـد؛ درنتیجه، شیـب نموداربرشی با عـلامـت مثبت کاهش مـی

در جهت مثبت کاهش C نسـبت به  Dلنگر خمشی نیز در نقطۀ 

محل لنگر خمشی ماکزیمم نیز روی نمودار با شیب مساوی صفر نشان داده شده است، در موقعیتی از تیر قرار خواهد یافت. 

ی منفی وی برشگرفته است که نیروی برشی در آن مساوی با صفر است. شیب نمودار لنگر خمشی از این نقطه به بعد، که نیر

 خواهد بود. Bگاه برابر با واکنش تکیه Bاست، در جهت منفی افزایش یافته، در نقطۀ 

 

 

 

  dM=Vdxو  dV=w(x)dx :صورتتوان بهرا می 2و  1معادلات  

طع بین دو مقعادلات در فاصلۀ ماین با انتگرال گیری از نیز نوشت. 

 توان نوشت:می Cو  Dدلخواه 

𝑉 = ∫ 𝑤 (𝑥)𝑑𝑥
𝑋𝐷

𝑋𝐶

= (𝐷, 𝐶  (سطح زیر منحنی بار بین نقاط

تغییر نیروی برشی در فاصلۀ بین دو نقطه، برابر با سطح »یعنی:   

 «. زیر منحنی بار بین آن دو نقطه است

 دلیل علامت منفیرو، کاهش در مقدار نیروی برشی، بهدر شکل روبه

 امتداد بار گسترده است )جهت بار رو به پایین است(.

 همین ترتیب: و به

𝑀 = ∫ 𝑉 𝑑𝑥
𝑋𝐷

𝑋𝐶

= (𝐷, 𝐶  (سطح زیر منحنی برش بین نقاط

 «.بین آن دو نقطه است برشدر فاصلۀ بین دو نقطه، برابر با سطح زیر منحنی  لنگر خمشیتغییر  »یعنی: 

 علت افزایش لنگر خمشی در این شکل، مثبت بودن مقدار نیروی برشی در این فاصله است.
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 لنگر خمشی متمرکز ناحیۀ بار یا
اثر کند، با نوشتن رابطۀ  x رو در فاصلۀکه بار متمرکزی مطابق شکل روبهدر صورتی

 تعادل در امتداد قائم، خواهیم داشت:

 

 

 

که یک نیروی متمرکز در جهت مثبت )رو به بالا( بر تیر اثر کند، بنابراین، هنگامی

جهت مثبت خواهد بود )افزایش نیروی  تغییرات نیروی برشی به اندازۀ مقدار نیرو و در

به اندازۀ نیروی وارده در نمودار  تغییر ناگهانی )جهش(برشی(؛ در این صورت، یک 

 گردد.نیروی برشی ایجاد می

با نوشتن رابطۀ تعادل لنگر حول  وارد شود، xاگر لنگر خمشی متمرکزی در فاصلۀ 

 توان نوشت:می Oنقطۀ 

تغییر ر خمشی، در محل اثر لنگر خمشی متمرکز، یک در نتیجه، روی نمودار لنگ

به اندازۀ لنگر متمرکز ایجاد خواهد شد. اگر این لنگر در جهت ناگهانی )جهش( 

های های ساعت باشد، افزایش لنگر خمشی مثبت و اگر در جهت خلاف عقربهعقربه

 ساعت باشد، منفی خواهد بود.
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 وی برشی و لنگر خمشی را برای تیر نشان داده شده در شکل زیر ترسیم کنید.نمودارهای نیر :3مثال

 

 

 

 

 
 

 

گاهی یههای تکها، واکنشگاهپس از ترسیم نمودار جسم آزاد تیر مطابق شکل فوق و نوشتن رابطۀ لنگر حول هرکدام از تکیه حل:

 آیند.دست میبه

 

ۀ گاه سمت چپ، به اندازمقدار نیروی برشی در تکیه

گاه و با علامت منفی است؛ زیرا جهت نیرو واکنش تکیه

چ گاه هیرو به پایین است. چون در فاصلۀ بین دو تکیه

نیرویی بر تیر وارد نشده است، تغییری در مقدار نیروی 

برشی تا انتهای تیر ایجاد نخواهد شد و مقدار آن در طول 

شود، طور که ملاحظه میهمان ماند.تیر ثابت باقی می

 شیب نمودار نیروی برشی در این فاصله برابر با صفر است.

برای ترسیم نمودار لنگر خمشی نیز با توجه به مفصلی 

ها، لنگر خمشی در آن نقاط برابر با صفر گاهبودن تکیه

گاه سمت چپ تا محل اثر لنگر است. در فاصلۀ بین تکیه

متمرکز، نزولی است؛ چون نیروی برشی منفی است. 

ثابت بودن مقدار نیروی برشی در این فاصله، دلیل به

شیب نمودار لنگر خمشی ثابت خواهد بود. مقدار لنگر 

خمشی در وسط دهانه برابر با سطح زیر نمودار برش در 

گاه تا وسط دهانه است. چون نیروی برشی در فاصلۀ تکیه

 این فاصله منفی است، لنگر خمشی نیز منفی خواهد بود.

نگر اندازۀ لتمرکز مقدار لنگر خمشی بهدر محل اثر لنگر م

𝑀0 یابد )چون لنگر در جهت عقربۀ ساعت افزایش می

کند(. به دلیل تقارن، در ادامه نیز نمودار لنگر اثر می

 رسد.گاه سمت راست، مقدار آن به صفر مییابد و در تکیهگاه ادامه میخمشی با همان شیب ثابت تا تکیه

 

مان روشی که توضیح داده شد، نمودارهای نیروی برشی و لنگر خمشی برای تیرهای کنسول، تحت بارهای های زیر با هدر شکل

 گستردۀ یکنواخت و مثلثی ترسیم شده است:
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 مقابلنمودارهای نیروی برشی و لنگر خمشی تیر مطابق شکل : 4مثال

 را ترسیم کنید. 

 

دست دلات تعادل و لنگر بهگاهی که با نوشتن معاهای تکیهواکنش حل:

  cاند، در نمودار جسم آزاد مطابق شکل آمده

 نشان داده شده است.

 گاهاز تکیه xبا در نظر گرفتن مقطعی به فاصلۀ 

سمت راست، نمودار جسم آزاد قطعۀ جدا شده 

ترسیم شده است. برای حفظ تعادل  bدر شکل 

 توان نوشت:در این قطعه می
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اند. برای تعیین موقعیت ترسیم شده cو  bهای ی برشی و لنگر خمشی، مطابق با روشی که بیان شد، در شکلنمودارهای نیرو

 دهیم:را مساوی صفر قرار می Vدست آمدۀ فوق، نیروی برشی صفر، در معادلۀ به

  

 

 آید:دست میول تیر بهمعادلۀ لنگر خمشی قرار دهیم، بیشترین مقدار آن در طرا در  xدست آمده برای اگر مقدار به

 

 

 نمودارهای نیروی برشی و لنگر خمشی را برای تیر نشان: 5مثال

 داده شده در شکل زیر ترسیم کنید. 

 

 

نمودار جسم آزاد تیر را  گاهی،های تکیهابتدا پس از تعیین واکنش حل:

 کنیم.ترسیم می

ون گاه است و چمساوی با واکنش تکیه A گاهنیروی برشی در تکیه

گاه منفی است، نیروی برشی نیز منفی است. علامت نیروی واکنش تکیه

گاه، چون هیچ نیرویی وارد نشده است، شیب در فاصلۀ بین دو تکیه

نمودار برش برابر با صفر و در نتیجه مقدار آن در این فاصله ثابت خواهد 

ن ای به اندازۀ واکنش ایصورت پلهنیروی برشی به Bگاه بود. در تکیه

ردۀ با توجه به بار گست ،در ادامهیابد؛ گاه و در جهت مثبت افزایش میتکیه

مودار شود، نبر تیر وارد می )رو به پایین( یکنواختی که با علامت منفی

 یابد.تا انتها امتداد می نیروی برشی نیز با شیب ثابت و علامت منفی 

 کنیم.شروع می Aگاه مفصلی برای ترسیم نمودار لنگر خمشی نیز از تکیه

تدریج با شیب ثابت منفی گاه بهلنگر خمشی از مقدار صفر در تکیه

تغییر  Bگاه دلیل ثابت بودن نیروی برشی با علامت منفی(، تا تکیه)به

 برابر است با: Bگاه کند. بیشترین مقدار لنگر خمشی در تکیهمی

بت در ی مثاز این نقطه به بعد، لنگر خمشی با شیب مثبت )نیروی برش

دریج تجا که از مقدار نیروی برشی بهیابد. از آنتا انتها ادامه میادامۀ تیر( 

ا در شود تشود، شیب لنگر خمشی نیز کم میتا انتهای تیر کاسته می

انتهای آزاد تیر که برش صفر است، شیب نمودار لنگر خمشی نیز صفر 

 شود.
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 فصل اولتمرینات 
 های زیر ترسیم کنید.خمشی را برای تیرهای مطابق شکل نمودار نیروی برشی و لنگر
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 تعریف تنش
ر گرفته است، د رارـی قرو تحت اثر نیروهای خارجی گوناگونمطابق شکل روبهکه جسمی را 

واهیم خیا بدن جانداری باشد. می ینـان، ماشتواند، یک ساختمسم میـگیریم. این جنظر می

بدین منظور یک  مطالعه کنیم. مورد نظر ل جسمـای داخهـتأثیر بارهای وارده را در نقط

 وسیلۀ آن جسم را به دو قسمتگذرانیم و بهدر امتداد دلخواه از این نقطه می صفحۀ فرضی

داگانه در نظر بگیریم، باید اثر چه بخواهیم هر یک از دو نیمه را جکنیم. چنانتقسیم می

قسمت دیگر را روی آن قرار دهیم. اثری که هر قسمت روی قسمت دیگر دارد، عبارت است 

ی این نیروها کند.ها اثر میاز مجموعه نیرویی که در هر نقطه از صفحۀ مقطع، به این قسمت

 ه امتداد، جهتهای قطع شده بین دوقطعه هستند. البتگزین رشتهداخلی، در حقیقت جای

ه حال چنانچ ای دیگر از صفحۀ مقطع، متفاوت است.و مقدار این نیروها از یک نقطه تا نقطه

مطابق با شکل زیر، اثر قسمت حذف شده در توجه کنیم، خواهیم دید، مورد نظر به نقطۀ 

ه، در واقع نامیم. از نظر مهندسی، منظور از نقطمی Fاین نقطه، نیرویی است که آن را 

این بردار تنش دارای سه مؤلفه در امدادهای  است. Aسطح بسیار کوچکی به مساحت 

x، y  وz باشد که در شکل زیر نشان داده شده است.می 

 

 در امتداد عمود بنا به تعریف، بردار تنش در یک نقطه از داخل یک جسم تحت بارگذاری، عبارت از برداری است تنش عمودی: 

 .شودصورت زیر مشخص میکه به عمود بر صفحۀ فرضی در نظر گرفته شده است(، z ، محورل در شکل فوقطور مثابر صفحه )به

 

 

ارجی که از نیروهای خ اندنیروهای داخلی در آن نقطه گرآید که بردار تنش و تنش در یک نقطه، نمایاناز این تعریف چنین برمی

ی، بردار تنش عبارت از نیروی داخلی در واحد سطح مقطع است که جهت و گردد. مطابق تعریف بالا و از لحاظ فیزیکیناشی م

بر موقعیت نقطۀ انتخاب شده، به امتداد صفحۀ گذرنده بر آن بردار تنش، علاوه ای به نقطۀ دیگر متفاوت است.قدار آن از نقطه

دو نیز تغییر خواهد کرد  حد نسبت این و Aو  Fچه امتداد این صفحه تغییر کند، بدیهی است، چناننقطه نیز وابسته است. 

(𝜎𝑥  و𝜎𝑦 امتداد محورهای  درx  وy شکل( هایb) ( وc).) 
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نامیده « تنش برشی»اثر کند، تنش در نقطۀ مورد نظر،  Aمطابق شکل فوق، مماس بر سطح  اگر بردار تنشبرشی:  تنش

 اند، عبارتند از:ای که در شکل مشخص شدهشود و مقدار آن در دوصفحهمی

 

 

)تاو( علامتی است که  شوند. های تنش نامیده میهمراه تنش عمودی، مؤلفهها، بهاین تنش

 هددرا نشان می امتداد عمود بر صفحه ل،اندیس او .رودکار میبرای نشان دادن تنش برشی به

  .شودمیمربوط و اندیس دوم به امتداد مؤلفۀ تنش 

 

 Units سیستم یکاها )آحاد(

های ( مقدار تنشSIالمللی واحدها )در سیستم بین کند،واحد سطح را بیان می بر جا که تنش، نیروی واردآناز : تنشواحد 

(. در کارهای مهندسی Pa=1 N/𝑚2 1شود که برابر با یک پاسکال است )، بر حسب نیوتن بر متر مربع بیان میبرشی و عمودی

هبپاسکال یا یک مگاپاسکال است. این مقدار برابر با تنشی  106 گیرد که برابر باورد استفاده قرار میممعمولاً واحد مگاپاسکال 

بر سانتی کیلوگرم توانالبته از دیگر واحدهای تنش، می(. M Pa=1 N/𝑚𝑚2 1) است متر مربعاندازۀ یک نیوتن بر میلی

 ( را نام برد.ksiبع )( و کیلو پوند بر اینچ مرKg/𝑐𝑚2) متر مربع

 حالت عمومی تنش
توان سه مؤلفه برای تنش در آن نقطه، در هر نقطه از صفحۀ مقطع، میگیریم که چه تا کنون گفته شد، چنین نتیجه میاز آن

اد در نظر بگیریم، مکعبی به ابع zو  x ،yموازات محورها اگر صفحات گذرنده در همسایگی نقطۀ مورد نظر را به مشخص کرد.

های تنش در حالت عمومی در آن مشخص شده است. در واقع، این شود که مؤلفهرو حاصل میبسیار کوچک، مطابق شکل روبه

ک صورت یتوان بهاین نُه مؤلفۀ تنش را می نهایت کوچکی از یک جسم است.های وارده بر عنصر بیمکعب، نشان دهندۀ تنش

ی، های تنش عمودنشان داد )لازم به ذکر است که در این تانسور، مؤلفه ه دو اندیس دارد()هر مؤلفۀ آن نیاز ب از مرتبۀ دوتانسور 

 نوشته شده است(. 𝜎𝑥𝑥جای به 𝜎𝑥 اند؛ مثلاً جهت سهولت، فقط با یک اندیس نشان داده شده

 

 

𝜎𝑥 𝜏𝑥𝑦 𝜏𝑥𝑧
𝜏𝑦𝑥 𝜎𝑦 𝜏𝑦𝑧
𝜏𝑧𝑥 𝜏𝑧𝑦 𝜎𝑧

 

  

اد امتد ، امتداد عمود بر صفحه و اندیس دومهاتنش اندیس اول طور که پیش از این نیز گفته شد،همانها: جهت مثبت تنش

که هر دو امتداد، در جهت مثبت و یا هر دو در جهت منفی محورهای مختصات باشد، دهد. در صورتیمؤلفۀ تنش را نشان می

های عمودی و برشی را نشان های مثبت تنششود. شکل فوق، جهتاز این باشد، منفی فرض میعلامت تنش مثبت، و اگر غیر 

 های فشاری منفی خواهد بود.های عمودی کششی مثبت و تنشاین ترتیب، تنشبه دهد.می
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 های تنش:مؤلفه خواص

صورت دوبعدی نمایش تر شدن، بهای سادهکه بر  در نظر بگیرید dzو  dyو  dxبه ابعاد  نهایت کوچک مطابق شکل زیر راجزء بی

 داده شده است.

 

 

 

 
  نوشت: Oتوان رابطۀ لنگر را نسبت به نقطۀ با توجه به تعادل این جزء کوچک، می

 

𝑀𝑜 = 0            +2(𝜏𝑦𝑥)(𝑑𝑥. 𝑑𝑧)
𝑑𝑦

2
− 2(𝜏𝑥𝑦)(𝑑𝑦. 𝑑𝑧)

𝑑𝑥

2
= 0  

وی کند و سومی بازراست، پرانتز اول نشان دهندۀ تنش، دومی سطحی که تنش بر آن اثر میترتیب از چپ به در این معادله، به

 توان نتیجه گرفت:با ساده کردن این معادله می لنگر است.

𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑦𝑥 

 توان نتیجه گرفت:این معادله برای وجوه دیگر المان تنش، میطور مشابه و با نوشتن به

𝜏𝑥𝑧 = 𝜏𝑧𝑥 

𝜏𝑦𝑧 = 𝜏𝑧𝑦 

های تنش برشی در دو صفحۀ عمود برهم، همواره مؤلفه در نتیجه جا شوند،توانند جابهبرشی می هایهای تنشاندیسبنابراین، 

 .استمتقارن  نیز تانسور تنشبا هم مساویند و 

حاظ نهایت کوچک، از لیک جزء بی های برشی مؤثر بر صفحات عمود برهمتوان به نتیجۀ مهم رسید که تنشبه عبارت دیگر، می

طور های برشی بهنهایت کوچک در حال تعادل خواهد بود که تنشفقط در صورتی یک جزء بیعددی، برابرند. علاوه بر آن، 

 ها، همگرا یا واگرا هستند.ها همواره در گوشهوجه آن اثر کند. این تنش ربر چها همزمان

 معادلات دیفرانسیل تعادل
ز آن نهایت کوچکی اگیریم و مطابق شکل زیر جسم آزاد عنصر بینیروهایی قرار گرفته است، در نظر می تحت اثر جسمی را که

 نیم.کجدا کرده، ترسیم میکه ضخامت این عنصر در جهت عمود بر صفحه، برابر با واحد باشد، در حالت دوبعدی و با فرض آن را
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کند، مقدار تنش در یک وجه از این عنصر، ای به نقطۀ دیگرتغییر میها، از نقطهآن های حاصل ازچون نیروهای داخلی و تنش

در  𝜎𝑥عنوان مثال، چون شیب تغییرات از آن( تفاوت خواهد داشت. به dyیا  dxفاصلۀ با تنش موجود در وجه مقابل آن )به

𝜎𝑥��برابر با  xجهت  𝜕𝑥⁄ فاصلۀ باشد، مقدار کل تغییرات درمی dx  برابر با(𝜕𝜎𝑥 𝜕𝑥⁄ )𝑑𝑥  خواهد بود )برای نشان دادن

نیروهای اینرسی یا نیروهای کالبدی، مانند نیروهای در این عنصر،  (.شودتغییرات تابع دو متغیره، از مشتق جزئی استفاده می

 توان نوشت:شوند. با این تعریف میمیو به واحد حجم مصالح مربوط  اندمشخص شده Yو  X ، با حروفوزن یا مغناطیسی

 

 
𝜏𝑥𝑦رابطۀ فوق و با در نظر گرفتن  با ساده کردن = 𝜏𝑦𝑥  رابطۀ اصلی تعادل در جهت  توانمیx دست آورد. به طریق را به

 آید.دست مینیز به yمشابه، معادلۀ تعادل در جهت 

𝜕𝜎𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝜏𝑦𝑥

𝜕𝑦
+ 𝑋 = 0 

𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝜎𝑦

𝜕𝑦
+ 𝑌 = 0 

𝜏𝑥𝑦و با در نظر گرفتن  zتوان با نوشتن رابطۀ لنگر حول محور می = 𝜏𝑦𝑥 بعدی به معادلۀ زیر رسید.برای حالت سه 

𝜕𝜎𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝜏𝑦𝑥

𝜕𝑦
+
𝜕𝜏𝑧𝑥
𝜕𝑧

+ 𝑋 = 0 

 دست آورد.به شرح زیربه  عادلات دیفرانسیل راتوان مبه همین ترتیب، برای دو امتداد دیگر نیز می

𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝜎𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝜏𝑧𝑦

𝜕𝑧
+ 𝑌 = 0 

𝜕𝜏𝑥𝑧
𝜕𝑥

+
𝜕𝜏𝑦𝑧

𝜕𝑦
+
𝜕𝜎𝑧
𝜕𝑧

+ 𝑍 = 0 

اند؛ در مسائل خاص دست آمدهبعدی بهصادق است و برای حالت کلی تنش سه ایهر عنصر از جسم پیوستهاین معادلات، برای 

شود. از این معادلات در حل مسائل مربوط به تعادل اجسام پیوسته و تری نوشته میهای سادهمهندسی، معمولاً به صورت

 شود.پذیر استفاده میانعطاف
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 بار محوری تأثیر تحت یتنش در اعضا
در  شود.حوری قرار گرفته است، محاسبه میای که مطابق شکل زیر تحت اثر بار ممیله در مقطعتنش متوسط در این بخش، 

این میله تحت اثر  قرار گرفته است. Pای همگن و ایزوتروپ با مقطع یکنواخت، تحت اثر نیروی محوری کششی میله (a)شکل 

شده  ( نشان دادهbصورت افزایش طول خواهد شد که توزیع آن برای بخش میانی میله که در شکل )بار وارده دچار تغییر فرم به

لازم به ذکر است که در صورتی توزیع تنش یکنواخت خواهد بود که برآیند بار محوری وارد  تواند یکنواخت فرض شود.است، می

صورت فرضی در نظر بگیریم، نیروی داخلی اگر مقطعی در این بخش از میله به بر عضو، از مرکز سطح مقطع آن عضو عبور کند.

 ( نشان داده شده است، با نیروی وارد بر میله برابر خواهد بود.cطور که در شکل )در آن، همان

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

نیروی وارد بر سطح . نشان داده شده است( dشکل )در توزیع تنش در مقطع مورد نظر 

مجموع نیروهای وارد بر این مقطع باید با  N=𝜎A: برابر است با Aبسیار کوچک 

مقدار  𝜎 بنابراین  NdNدر نتیجه:  AdAمساوی باشد. اگر:  Nنیروی داخلی 

  توان نوشت: می و داشت ثابتی خواهد

 

 

 

 

 

 

 

 

توان گفت: تنش محوری متوسط در تر میبه بیان ساده

یک مقطع، برابر است با نیروی داخلی در آن مقطع 

تقسیم بر سطح مقطع. مقدار تنش تحت نیروهای 

 فشاری و کششی یکسان است.
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 عمودی بیشترین تنش
بار وارده و سطح مقطع گذرانده شده از نقطۀ مورد نظر، هر دو عمود بر محور طولی میله باشند، تنش متوسط بهکه در صورتی

محاسبۀ تنش در صورتی که بار یا مقطع مورد نظر مایل انتخاب شده  ترین مقدار را خواهد داشت.دست آمده از رابطۀ فوق بیش

 گیرد.العه قرار میباشد، در بخش بعدی مورد مط

، تحت mm 10و عرض  mm 35تنش عمودی را در میلۀ مطابق شکل زیر، با مقطع ثابت مستطیلی به طول ترین بیش :1مثال

 دست آورید.اثر بارگذاری نشان داده شده به

 

 

 ردد:گابتدا نیروهای داخلی در مقاطع مختلف میلۀ فوق و نمودار نیروی محوری در طول عضو ترسیم می حل:

 

 

 

 

 

 

 

 ایجاد شده است که تنش در این مقطع برابر است با: BCترین نیروی داخلی در فاصلۀ شود، بیشطور که ملاحظه میهمان

 

 

 

 یلهـط دو مـتوس ( a)کل ـق شـمطاب kg 80ی به وزن ـچراغ :2مثال

 و  mm 10اوی با ـمس AB  ر میلۀـطـر قـت. اگـته شده اسـداشگهـن

 کـریـودی متوسط را در هـتنش عم ،دـباش mm 8ابر با بر BCمیلۀ 

 محاسبه کنید. Mpaبر حسب ها از میله 

 

 

 



 

25 

 

 محمد  رهنورد                                                  دانشگاه آزاد مشهد                                              1مقاومت مصالح 

g=9.81𝑚رض ـکنیم و با فیـم مـسم آزاد را ترسیـودار جـابتدا نم حل: 𝑠2⁄  وزن

 دهیم. با نوشتن معادلات تعادل، نیروهای داخلی راغ را بر حسب نیوتن قرار میچ

 آید:دست میها بهدر میله

 

 

 

 ها برابر خواهد بود با:در هریک از میله عمودی تنش

 

  

 

 ( نشـان داده شده است.cدر شکل ) ABتوزیع تنش متوسط عمـودی در میلۀ 

 ع ـای از مقطع مورد نظر واق( نیز یک المان از این میله را که در نقطهdشکل )

 دهد.شده است، نشان می

 

 (Saint-Venant's Principleاصل سن ونان )
توزیع تنش در نقاط نزدیک به محل اثر بار متمرکز، یکنواخت نیست و هرچه از محل اثر بار دورتر  کند کهاین اصل بیان می

ع ترین بعد مقطع عضو، و بعد از آن، توزیای برابر با دو برابر بزرگتر خواهد شد. در فاصلهشویم، توزیع تنش در مقطع، یکنواخت

توان یکنواخت فرض کرد. شکل زیر نحوۀ توزیع تنش را در فواصل مختلف از محل بارگذاری یک میله تحت بار تنش را می

 دهد.متمرکز را نشان می

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

23 

 

 محمد  رهنورد                                                  دانشگاه آزاد مشهد                                              1مقاومت مصالح 

 تنش برشی متوسط
 آید، حالتی است کهوضعیت دیگری که اغلب در مسائل مهندسی پیش می

مماس بر مقطع ایجاد  نیروی وارد بر مقطع، تنش برشی ،مطابق شکل زیر

از  ایمؤلفه تنش برشی، مطابق با آنچه که در بخش قبل بیان شد، کند.

کند. برای این منظور، شکل تنش است که مماس بر صفحۀ مقطع اثر می

(a را که در آن نیروی )F .یروی ن بر قطعۀ فوقانی اثر میکند را در نظر بگیرید

F ( مطابق شکلbباعث ایجاد نیروی داخلی ) V  به  سطوحدر هر یک از

( نیز c. شکل )شودمی قرار دارد، CDو  ABکه در امتداد ، Aمساحت 

مقدار این  دهد.نشان می را سطوحاین توزیع تنش برشی متوسط بر روی 

ۀ و)البته این توزیع تنش یکنواخت نیست که در فصل مربوط به برش، توضیحات مربوط به نح آیددست میتنش، از رابطۀ زیر به

 :توزیع تنش بر روی سطح ارائه خواهد شد(

  

   

 

 

. در این اتصال دو صفحۀ فولادی دهدنشان می را ایمقطع یک اتصال پیچ و مهره ،روروبهشکل 

این نیروها، مقطع  اند.قرار دارند، با یک پیچ و مهره به هم متصل شده Fکه تحت نیروی کششی 

 دهد.رار میهای برشی قتحت تنش Eپیچ را در صفحۀ 

 

 

 

طرفه( قرار که تحت اثر برش ساده )یک دهدنیروی برشی را در مقطع پیچ نشان می( b( نیروهای وارد بر پیچ و شکل )aشکل )

  .گرفته است

 

Σ𝐹𝑥 = 0            𝑉 = 𝐹 

 

 

 نیروی برشی متوسط در این پیچ برابر است با:

𝜏𝑎𝑣𝑒 =
𝐹

𝐴
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ها در این صورت، هریک از این پیچ استفاده شود. D و Cاز دو ورق  Bو  Aبرای اتصال صفحات ، زیرممکن است مطابق شکل 

( و نیروی برشی در مقطع هر پیچ در شکل a) ها در شکلنیروهای وارد بر هریک از پیچگیرد و تحت اثر برش مضاعف قرار می

(bنشان داده شده است ): 

  

 

 

 

 

 شود. محاسبه می هانیروی برشی در مقطع هریک از پیچ با نوشتن معادلۀ تعادل نیروها،

ΣFx = 0            V = FC = FD = F 2⁄  

 آید:دست میمقدار تنش متوسط در هر پیچ نیز چنین به

τave =
V

A
=
F 2⁄

A
=

F

2A
 

 (Bearing Stress) تنش لهیدگی
ه ک نام دارد، تنش لهیدگی تحت فشار سطح دو تماس در محل تنش ایجاد شده

حل م ایجاد این تنش، هایحالتیکی از  .شودگاهی نیز گفته میبه آن تنش تکیه

 جاددر آن ای یک تنش فشاری نامنظم است که تماس پیچ با صفحۀ متصل به آن

های متناظر با آن پیچیده است؛ اما در عمل توزیع واقعی این نیرو و تنش .گرددمی

احت مستطیلی تصویر پیچ روی روی وارده بر مسمقدار متوسط آن را از تقسیم نی

ر با توان برابآید. این مساحت را با توجه به شکل زیر، میدست میمقطع صفحه به

tdکه در آن ، t  ضخامت صفحه وd .قطر پیچ است 

𝜎𝑏 =
P

td
 

 

دهد، محل اتصال صفحه ستون، های دیگری که تنش لهیدگی در آن روی میاز حالت

لهیدگی بر روی در چنین مواردی، تنش است.  شالودۀ بتنیستون به  یک ال باربرای انتق

تری دارد )مثلاً بتن، در مقایسه با فولاد(، از تقسیم بار محوری سطحی که جنس ضعیف

 آید.دست میبه Aوارده بر سطح تماس دو جسم 

  

𝜎𝑏 =
P

A
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 تنش بر روی یک صفحۀ مایل
ترین تنش عمودی در دست آوردن بیشای بهپیش از این گفته شد که بر

یک میلۀ تحت بار محوری، یک صفحۀ فرضی، عمود بر امتداد محور طولی 

در این حالت، فقط تنش عمود بر صفحه ایجاد شود. عضو انتخاب می

شود. حال اگر این صفحه را مایل در نظر بگیریم، علاوه بر تنش عمودی، می

 تنش برشی نیز حاصل خواهد شد.

 که تحت اثر دو نیروی متمرکز ( در نظر بگیریدaرا مطابق با شکل ) ایمیله

از شرایط  دهیم.. یک مقطع فرضی مایل از آن عبور میدر طرفین قرار دارد

در  P به همان اندازۀ روی یک مقطع مایل نیز نیروییآید که تعادل برمی

  .(bجهت خلاف نیروی سمت چپ وجود داشته باشد )شکل 

 هـدر دو امتداد عمود بر سطح مقطع و مماس بر آن تجزی تواندرو میاین نی

  ان دادهـ( نشcروی شکل ) Vۀ مماسی با ـو مؤلف Fعمودی با مؤلفۀ  ود.شـ

 توان نوشت:شده است. می
F=Pcos θ 

V=Psin θ 

مؤلفۀ عمودی نیرو روی صفحۀ مورد نظر، تنش عمودی و مؤلفۀ مماسی، تنش 

دست ( بهAθهای نیروی متناظر بر مساحت مقطع مایل )توان از تقسیم مؤلفهها را میاین تنش(. d)شکل  کندبرشی ایجاد می

 آورد:

σ =
F

Aθ
 

τ =
V

Aθ
 

 نشان دهیم، خواهیم داشت: A0اگر مساحت مقطع عرضی عمود بر محور طولی میله را را با 

Aθ =
A0
cos θ

 

 توان نتیجه گرفت:، میو  σار در روابط با جایگزین کردن این مقد

σ =
P

A0
cos2θ 

τ =
𝑃

𝐴0
sin 𝜃 cos 𝜃 

ها را محاسبه کنیم، تنش برشی برابر با صفر و تنش عمودی بیشترین مقدار ( تنش=0بخواهیم روی مقطع عرضی ) چنانچه

σ) خود را خواهد داشت =
P

A0
ای تنش برشی ماکزیمم در صفحهدست آمده بود. مقدار نیز به(، که همان مقداری است که قبلاً 

θتحت زاویۀ  =  ها تحت این زاویه برابر خواهند بود با:شود که تنشایجاد می 45°

σ
𝑚
=

P

2A0
 

τ
𝑚
=

𝑃

2𝐴0
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و تنش عمودی بر روی  شود که مقدار تنش برشی ماکزیمم، نصف مقدار تنش عمودی ماکزیمم استاز روابط فوق، ملاحظه می

 ای که تنش برشی ماکزیمم است، با آن برابر است.صفحه

گاه مفصلی ( واقع در تکیهpinتنش برشی متوسط را در میلۀ نگهدارنده ) :3مثال

A  20به قطر mm گاه و تکیهB  30به قطر mm  ،در تیر مطابق شکل مقابل

 دست آورید.به

 

 

 نویسیم:( ترسیم و معادلات تعادل را برای آن میbا شکل )نمودار جسم آزاد را مطابق ب حل:

  

 که نمودار جسم آزاد آن در  Aگاه بنابراین، برایند نیروی مؤثر بر میلۀ تکیه 

 برابر است با:( نشان داده شده، cشکل )

 

با توجه به این شکل، نیروی برشی در مقطع میله که تحت اثر برش مضاعف قرار دارد، 

 با:  برابر است

 

تحت اثر برش  ،( نشان داده شدهdطور که در شکل )همان Bگاه اما میلۀ نگهدارنده در تکیه 

 ساده قرار گرفته است. بنابراین نیروی برشی در آن برابر است با:

 

 شود:ها محاسبه میاین ترتیب، تنش برشی متوسط در هریک از میلهبه
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 قرار دارد. lb 600( تحت اثر بار محوری aدر شکل )عضو مایل نشان داده شده : 4مثال

 DBو تنش برشی متوسط را در صفحۀ  BCو  ABتنش متوسط لهیدگی را در سطوح 

 محاسبه کنید.

 

 با نوشتن روابط تعادل در نمودار جسم آزادی که  محاسبۀ نیروهای داخلی: حل:

 کنیم:ل را محاسبه می( ترسیم شده است، نیروهای فشاری مؤثر بر میلۀ مایbدر شکل )

 

 

( نیروی برشی cنشان داده شده در شکل ) ABDهمچنین با نوشتن رابطۀ تعادل برای قطعۀ 

 آید:دست میبه BCدر امتداد صفحۀ 

 

 ABتنش فشاری متوسط یا همان تنش لهیدگی در دو سطح  :محاسبۀ تنش متوسط

 د:شودر امتداد قائم و افقی، به شرح زیر محاسبه می BC  و 

 

 

 

 

 ( نشان داده شده است.dصورت یکنواخت در شکل )ها بهتوزیع این تنش

 شود که توزیع آنصورت زیر محاسبه میبه DBتنش برشی متوسط نیز در امتداد صفحۀ 

 ( نشان داده شده است.eدر شکل )

 

 

 های عمودی و برشی را بر روی صفحۀ مطابق شکل ازتنش :5مثال

محاسبه کنید  P=5kNحت بار محوری فشاری میلۀ نشان داده شده ت

(θ =  (A=4000 𝑚𝑚2؛  60°
 آیند:دست میبا نوشتن رابطۀ تعادل، نیروهای عمودی و برشی به
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 شوند:های عمودی و برشی نیز به شرح زیر محاسبه میتنش

σ =
N

A
=

4.33×1000

4000/cos30°
 = 0.94 N/𝑚𝑚2 

τ =
V

A
=

2.5×1000
4000

cos30°

= 0.54 N/𝑚𝑚2 

 تمرین:

ت دسترین تنش عمودی را در میلۀ مطابق شکل بهبیش (1

 آورید.

 

از میلۀ مطابق  Cو  A ،Bتنش عمودی متوسط را در نقاط  (2

 شکل محاسبه کنید.

 

 

وارد بر تیر مطابق شکل را طوری  Pترین مقدار نیروی بیش (3

مفصل های میلهها )پیناز محاسبه کنید که تنش در هرکدام 

ها طر هرکدام از پینـق ند.ـتجاوز نک MPa 480از  (گاهیتکیه

18 mm .و هرسه تحت برش مضاعف قرار دارند  
 

 

قرار دارد. با فرض توزیع  kN 600بلوک پلاستیکی مطابق شکل، تحت اثر نیروی محوری  (9

  ت آورید.دسبه a-aرا بر روی صفحۀ  یکنواخت تنش، تنش عمودی و برشی

 

 

رو نشان داده شده است. اگر توزیع تنش روبهدر شکل  in 0.5بلوک کوچکی به ضخامت  (5

 دست آورید.را به dو فاصلۀ  F گاهی مطابق با شکل نشان داده شده باشد، مقدار بارتکیه

 

 

عمودی و برشی وارد های تنش کند. مؤلفهرا تحمل می kN 5یک اتصال جوشی نیروی  (3

  را محاسبه کنید. ABطح بر س
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  Allowable Stress تنش مجاز

ند، تواند تحمل کتر از باری که میای یا مکانیکی، لازم است بار وارد بر آن به مقداری کمبرای اطمینان از ایمنی یک عضو سازه

 کاهش یابد. دلایل زیادی برای این امر وجود دارد:

 ؛توانند چندان دقت لازم را داشته باشندای یا مکانیکی نمیهای قطعات سازهندازهدلیل خطاهای ناشی از اجرا، ابعاد و ابه 

 طراحی مد  باید در بینی و اثر خستگی ناشی از بارهای تکراریغیر قابل پیشبارهای اتفاقی یا  ایضربه، بارهای دینامیکی

 د؛نظر قرار گیر

 در اثر گذشت زمان؛کاهش تدریجی مقاومت اعضاء  و خوردگی ناشی از عوامل جوّی 

 دهند؛کاملاً همگن نیستند و خصوصیات مکانیکی متفاوتی از خود نشان میرخی از مصالح، همانند چوب و بتن ب 

 تواند منجر به شکست ناگهانی و بدون هشدار قبلی گردد.رفتار ترد و شکنندۀ مصالحی مانند سنگ و بتن که می 

 Factor of Safety (.F.S) «اطمینانضریب »نام ، استفاده از ضریبی بهیاسازه مجاز برای یک عضو راختصاص با روشیک 

 شود.است. نسبت بار نهایی )بار گسیختگی( به با مجاز، ضریب اطمینان نامیده می

 

 

فوق،  ۀجای نسبت بارها در رابطتوان به، میرابطۀ خطی داشته باشد توزیع تنش بر روی آن عضوبار وارد بر عضو، با که در صورتی

 ها استفاده کرد.ازنسبت تنش

 

تر دارد؛ هرچه اهمیت بیشبستگی کار رفته و نیز اهمیت عضو تر از واحد است و به انواع مصالح بهاین مقدار، همواره عددی بزرگ

 از اجزا،اطمینان برای طراحی برخی ای، ضریب تری خواهد داشت. مثلاً در طراحی نیروگاه هستهباشد، این ضریب مقدار بزرگ

اساس این روش طراحی،  اند.ها برای موارد مختلف مشخص شدهنامهدر هرصورت این مقدار در آیین رسد.مینیز  3به بیش از 

 است. Allowable Stress Design (ASD)مجاز  طراحی به روش تنش

σ وابطر های مربوط به رفتار مصالح،سازی فرضیهبا ساده اتصالات ساده: = 𝑁 𝐴⁄ و 𝑎𝑣𝑔 = 𝑉 𝐴⁄ توانند برای اغلب می

عنوان مثال، اگر عضوی تحت اثر بار محوری در مقطعی از آن کار رود. بهیک اتصال ساده یا عنصر مکانیکی بهتحلیل و طراحی 

 تواند از رابطۀ زیر محاسبه شود:قرار گرفته باشد، سطح لازم برای تحمل تنش حاصل از آن، می

 

حت اثر نیروی برشی متوسط قرار گرفته باشد، مساحت لازم برای تحمل تنش حاصل از آن،  از رابطۀ زیر این سطح ت یا اگر

 آید:دست میبه

 

 هایی برای نشان دادن کاربرد این روش مطرح شده است.در ادامه، مثال
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  Bستون برای صفحه مساحت لازمبا استفاده از این روش، در شکل مقابل، 

 هیدگی مجاز بتن محاسبه شده است. با توجه به تنش ل

 

 

 

تواند با استفاده از گرد مطابق شکل زیر داخل بتن، میطول گیرایی )مهاری( میل

تنش برشی پیوستگی مجاز محاسبه شود )توزیع تنش برشی یکنواخت فرض شده 

  است(.

 

 

 

دست فرض توزیع یکنواخت تنش برشی، بهسطح مقطع پیچ لازم برای تحمل نیروی وارد بر اتصال مطابق شکل زیر نیز با  

 آید:می

 

را محاسبه ( aبر اتصال مطابق شکل ) وارد P مجاز ترین باربزرگ :9مثال

تنش کششی  ،MPa 80 آن مجاز برشی تنش و 10mm پیچ قطر کنید.

 80ها تنش لهیدگی مجاز آن ،MPa 50 ،مجاز هر یک از صفحات فلزی

MPa 30ز نی هاورق و تنش برشی مجاز MPa .فرض شود 

 

را برای هریک از شرایط گسیختگی  Pبرای حل این مسئله، مقدار نیروی  حل:

 دست آمده را یروی بهـقدار نـن مـتریکـکنیم. آنگاه کوچه میـممکن محاسب

 کنیم.انتخاب می

 ی روـه تحت نیـد صفحـاگر قرار باش گسیختگی صفحۀ فلزی تحت کشش:

  دـرهطع آن رخ میـترین سطح مقفاق در کوچککششی گسیخته شود، این ات

 در این  P( این مقطع به تصویر کشیده شده است. مقدار نیروی bکه در شکل )

  حالت برابر خواهد بود با:
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( یک نمودار جسم آزاد از صفحۀ cشکل ): تحت تنش لهیدگی گسیختگی صفحه

ه آن یچ بر سطح متصل بکه توسط اثر پ تنش لهیدگی تحت اثر یک توزیع را فوقانی

شود، توزیع واقعی غیر طور که ملاحظه میهمان دهد.ایجاد شده است، نشان می

یکنواخت و پیچیده است که برای سهولت، یکنواخت فرض شده است. بدین ترتیب 

 که موجب گسیختگی ورق می شود عبارت است از: Pنیروی 

 

 

 

 ود دارد که ـز وجـاین احتمال نی گسیختگی صفحه توسط نیروی برشی:

 تحت برش قرار دهد و ( dنیروی وارده از طرف پیچ، صفحه را مطابق شکل )

 برابر خواهد بود با: Pصورت نیروی باعث گسیختگی آن شود. در این

 

 

( نشان داده شده است، پیچ eمطابق آنچه در شکل ) گسیختگی پیچ تحت برش:

از نیروی برشی وارده، گسیخته  تواند در مقطع بین دو صفحه تحت تنش حاصلمی

 نیروی لازم برای گسیختگی برشی پیچ عبارت است از: شود. 

 

  

ترین بار مجاز این بیش ،Pدست آمده برای نیروی ترین مقدار از چهار مقدار بهکم

 اتصال است. بنابراین:  

 

 مرین:ت

باشد،  in 0.5اگر ضخامت آن قرار دارد.  8kipمطابق شکل، تحت اثر بار  Aبراکت آلومینیومی  (1

را برای جلوگیری از گسیختگی برشی آن محاسبه کنید. تنش برشی گسیختگی برابر  hترین ارتفاع کم

τاست با: 
𝑓𝑎𝑖𝑙

= 23 𝑘𝑠𝑖 ضریب اطمینان را .F.S.=2.5 .در نظر بگیرید 

 

 



 

35 

 

 محمد  رهنورد                                                  دانشگاه آزاد مشهد                                              1مقاومت مصالح 

 

که در نقاط است. با فرض آن یکدیگر متصل شده به Bتیر مرکب از دو قطعۀ چوبی مطابق شکل زیر توسط یک پیچ در نقطۀ  (1

A ،B ،C  وD  فقط نیروی قائم ایجاد شود، قطر لازم برای پیچ در نقطۀB   .و قطر خارجی مهرۀ مربوط به آن را محاسبه کنید

𝑎𝑙𝑙𝑜𝑤(𝜎𝑡)پیچ تنش کششی مجاز  = 150 𝑀𝑃𝑎  و

𝑎𝑙𝑙𝑜𝑤(𝜎𝑏)تنش لهیدگی مجاز چوب  = 28 𝑀𝑃𝑎 

 باشد. قطر سوراخ را برابر با قطر پیچ فرض کنید.می

 

 

 

 ساخته in 3/8رو از چوب با ضخامت هر دو عضو متصل به هم در شکل روبه (4

که گسیختگی برشی اتفاق نیفتد، محاسبه را برای آن hترین ارتفاع اند. کمشده

τکنید. تنش برشی مجاز را 
𝑎𝑙𝑙𝑜𝑤

= 300 𝑝𝑠𝑖 نید.فرض ک 

 

 

 

   آن تنش گسیختگی کهرا  مطابق شکل قطر لازم برای پیچ (11

τ
𝑓𝑎𝑖𝑙

= 100 𝑀𝑃𝑎  است، با فرضF.S.=2.5 .محاسبه کنید 
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 تمرکز تنش
ر دتر از مقدار تنش متوسط ی بسیار بزرگمقدارها در نزدیکی نقطۀ اعمال بار متمرکز بهشد، تنشطور که قبلاً نیز گفتههمان

اگر یک تغییر ناگهانی در سطح مقطع عضو یا سوراخی داخل آن ایجاد شود نیز توزیع تنش از حالت یکنواخت  رسد.عضو می

های زیر تحت تأثیر تمرکز تنش، در نقاط نزدیک این ناپیوستگی، با افزایش تنش نسبت به تنش خارج شده، مطابق با شکل

 گردد. رو میبه متوسط رو

 

 

 

 

 

 

 

به  و تر استمراتب بیشهای واقع در نزدیکی ناپیوستگی، نسبت به تنش متوسط، بهشود، تنشطور که ملاحظه میهمان

است  کافیبرای اطمینان از مقاومت در نواحی بحرانی، در طراحی یک عضو،  .پارامترهای هندسی ناحیۀ تغییر مقطع وابسته است

همین منظور تهیه  تواند از نمودارهایی که بهضرب کنیم. این ضریب می K تنش متوسط را در ضریبی به نام ضریب تمرکز تنش

 دست آید.اند، بهشده
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که میلۀ نشان داده آنرا برای  Nترین مقدار نیروی محوری بیش :9مثال

𝑎𝑙𝑙𝑜𝑤(𝜎𝑡)با تنش مجاز کششی  ،(aشده در شکل ) = 160 𝑀𝑃𝑎 ،

  گسیخته نشود، محاسبه کنید.

 

 آید:دست میمربوطه، ضریب تمرکز تنش بهاستفاده از نموداربا 

 

 

 

𝜎𝑚𝑎𝑥 :میله را باید طوری طراحی کرد که ≤ (𝜎𝑡)𝑎𝑙𝑙𝑜𝑤؛ 

160 = 1.75 𝜎𝑎𝑣𝑔 

𝜎𝑎𝑣𝑔 = 91.43 𝑀𝑃𝑎        

 

 

N = A σavg = 2(40 − 2 × 4) × 91.43 × 10−3 = 5.85 𝐾𝑁 
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 تنشتبدیلات  -تنش در صفحه
توانند مسائل مهندسی، می ؛ بسیاری ازبررسی کردیمبعدی در حالت سه را پیش از این، حالت عمومی تنش در یک نقطه از جسم

با محورهای  ایصفحه جزء کوچکدر یک  و های عمودی و برشی در این حالتدر حالت دوبعدی مطرح شوند. در شکل زیر، تنش

 نشان داده شده است. اند،بر صفحۀ انتخاب شدهمختصاتی که در امتداد عمود و مماس 

های صورت دلخواه انتخاب شود و تنشتوانست کاملاً بهباید توجه داشت که صفحۀ مورد نظر، می

های ماکزیمم عمودی و برشی در نقطۀ مورد نظر از مشخص شده در این حالت، الزاماً تنش

 غییربا ت ر داد. به عبارت دیگر، ممکن بودها را مد نظر قراجسم نیستند که در طراحی بتوان آن

در مسائل تری حاصل شود. های بزرگقادیر تنشمامتداد صفحۀ گذرنده از نقطۀ مورد نظر، 

های ایجاد شده در یک نقطه و امتداد آن، برای طراحی عضو ترین تنشمهندسی، تعیین بیش

ها در یک دستگاه مختصات تنش رو، در ادامه ابتدا به محاسبۀمورد نظر، ضروری است. از این

𝑥 − 𝑦  تحت زاویۀ  دستگاه مختصات نسبت𝑥 − 𝑦 های خواهیم پرداخت، سپس تنش

 آوریم.دست میماکزمم را به

 ایمعادلات عمومی برای تبدیلات تنش صفحه

𝑥برشی در صفحۀ های عمودی و های تنشمؤلفهالمان )عنصر( دوبعدی کوچکی را با ضخامت کم در نظر بگیرید.  − 𝑦   برای

با دوران محورهای مختصات اند. های عمود بر این صفحه، صفر فرض شدهمؤلفه ( نشان داده شده است.aاین المان، در شکل )

𝑥 ، محورهای مختصات جدید(، به اندازۀ zحول محور عمود بر صفحه ) − 𝑦 یافته در وضعیت المان دوران شود.تعریف می

(، یک جزء c، مطابق شکل )𝑥وارد بر وجه عمود بر محور  𝑥𝑦و  𝜎𝑥های برای تعیین تنش ( نشان داده شده است.bشکل )

نشان  Aاگر مساحت وجه مایل را با . عمودند𝑦  و 𝑥   𝑥،  ترتیب، بر محورهایگیریم که وجوه آن بهمیمنشوری در نظر 

A cosقی برابر خواهند بود با دهیم، مساحت وجوه عمودی و اف 𝜃  وA sin 𝜃( ؛ نیروهای وارد بر این سه وجه در شکلd) 

 نشان داده شده است.

 

 

 

 

 

 با نوشتن معادلات تعادل خواهیم داشت:
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  :توان نتیجه گرفتزیر، می از توابع مثلثاتی ستفادهابا  تر شدن این معادلات،برای ساده

 

 

 

 

 آید:دست مینیز به  𝜎𝑦ی انتخاب کنیم، تنش عمود 𝑦تیب، اگر مقطع را عمود بر محور به همین تر

 

 جسم، مطابق با المان نشان داده شده درای از یک نقطهدر ای صفحهحالت تنش : 8مثال

درجه در جهت  31در این نقطه، در المانی که به اندازۀ ( است. حالت تنش را aدر شکل )

 ی ساعت دوران یافته است، محاسبه کنید.هاعقربه

 های عمودی و برشی عبارتند از:با توجه به المان مورد نظر، تنش حل:

 

θکه به اندازۀ  CDها در وجه تنش =  برابرند با:)در خلاف جهت مثلثاتی( چرخیده است،  30°−

 اندازۀ  به 𝑥 ر محوشود، ( ملاحظه میcطور که در شکل )نیز همان BCبرای وجه 

θ =  بنابراین: ؛در جهت مثلثاتی دوران یافته است 60°

 ( نشان داده شده است.dهای تبدیل یافته در شکل )وضعیت تنش
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 های اصلی و تنش برشی ماکزیمم در صفحهتنش
 نسبت به  𝜎𝑥شوند، لازم است از رابطۀ های اصلی نامیده میکه تنش های عمودی ماکزیمم و مینیممبرای محاسبۀ تنش

 مشتق گرفته، مساوی با صفر قرار دهیم:

 

 𝜃𝑝 های اصلی باآید. زوایۀ امتداد تنشدست میهای اصلی بر روی آن قرار دارد، بهای که تنشاز حل این معادله، امتداد صفحه

 شود.نشان داده می

 

 

اختلاف  هم با  180دهد که دست میبه  2𝜃𝑝ی ین معادله، دو مقدار براا

نسبت  (،𝜃𝑝2و 𝜃𝑝1  ، )𝜃𝑝رو، دو مقدار بنابراین، مطابق با شکل روبهدارند. 

 اختلاف دارند.   90به هم

 

 آیند:دست میهای اصلی ماکزیمم و مینیمم به، تنش𝜎𝑥در رابطۀ  2𝜃𝑝با قرار دادن این مقادیر 

 

 

در این  تنش اصلی مینیمم هستند. 𝜎2یمم و تنش اصلی ماکز 𝜎1 در رابطۀ فوق،

های اصلی در صفحه، در شکل مقابل نشان حالت، تنش برشی برابر با صفر است.تنش

 داده شده است.

 

 

 برشی ماکزیمم هایتنش

ثر ها اهای برشی ماکزیمم روی آنبرای پیدا کردن وضعیت صفحاتی که تنش

τکند، باید از رابطۀ می
𝑥𝑦

مشتق گرفته و مساوی صفر قرار داده  ت به نسب 

 شود که رابطۀ زیر از آن نتیجه خواهد شد:

 

شود، بر هم ای که توسط آن تعریف میدله دو ریشه دارد؛ دو صفحهاین معا

های برشی که تنش 𝜃𝑠1و  𝜃𝑠1عمودند. این بدان معنی است که دو زاویۀ 

 اختلاف دارند. 45های اصلی نند، با تنشکماکزیمم و مینیمم را مشخص می



 

91 

 

 محمد  رهنورد                                                  دانشگاه آزاد مشهد                                              1مقاومت مصالح 

τبا قرار دادن مقادیر سینوس و کسینوس زوایای فوق در رابطۀ 
𝑥𝑦

های مقادیر تنش 

 شود:برشی ماکزیمم و مینیمم به صورت زیر حاصل می

 

 

با  فحهدر ص های برشی ماکزیمم و مینیممتوان نتیجه گرفت که مقادیر تنشمیبنابراین، 

 سان و از نظر علامت، در خلاف جهت یکدیگرند.هم یک

های برشی ماکزیمم و شود، تنشگونه تنش برشی در صفحات اصلی ظاهر نمیها هیچهای اصلی که همراه با آنبرخلاف تنش

 𝜎𝑥 در معادلۀ 2𝜃sکنند. با جایگزین نمودن سینوس و کسینوس زاویۀ مینیمم همراه با تنش برشی عمودی بر صفحه عمل می

 دست خواهد آمد:های برشی ماکزیمم بهتنش متوسط عمودی روی صفحۀ تنش

 

 

 (Mohrs Circle- Plane Stressای )صفحه تنش دایرۀ مور در
تر و طور سادهتوان بهبنا نهاده شده است، می  Otto Mohrبه کمک این روش ترسیمی که توسط مهندس آلمانی به نام

افقی، تنش عمودی های اصلی را محاسبه کرد. در این روش، محور ر هر صفحۀ دلخواه محاسبه کرد و تنشها را دتری تنشسریع

σ  محور قائم تنش برشی و تنش عمودی کششی در جهت مثبت و تنش عمودی فشاری در جهت منفی  دهد.را نشان می

ر عمل ترتیب زیبهبرای رسم این دایره،  ثر کند.گیرد و تنش برشی وقتی مثبت است که در جهت عقربۀ ساعت اقرار می σمحور 

 کنیم:می

 ( نقاط مربوط به زوج𝜎𝑥 , )A ( و𝜎𝑦 , )G،  ها، بر روی نمودار های ذکر شده برای تنشرعایت علامت ضمنرا

 کنیم؛مشخص می

 د؛کنمرکز دایره را مشخص میشود، محلی که از تقاطع محور افقی با امتداد گذرانده شده از دو نقطۀ مذکور حاصل می 

 دایرۀ مور را با مرکزیت نقطۀ به( دست آمدهCبه نحوی که از نقاط نشان دهندۀ تنش ،)( هاA  وG عبور کند، ترسیم )

 کنیم؛می

  محل تلاقی دایره با محور افقی(B  وD ،)کند؛های اصلی را مشخص میتنش 

  است؛ مقدار تنش برشی ماکزیمم برابر با شعاع دایرۀ مور 

  زاویۀ دوران بر روی المان تنش2، نصف زاویۀ دوران بر روی دایرۀ مور  ها در باشد؛ بنابراین، برای محاسبۀ تنشمی

روی دایرۀ مور را، در همان  AGنسبت به المان مورد نظر دوران یافته باشد، امتداد  هر امتداد دلخواه که به اندازۀ 

 م. دهیدوران می 2جهت، به اندازۀ 
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( نمایش داده شده است؛ aای در یک نقطه از جسمی، در شکل )حالت تنش صفحه :7مثال

 ماکزیمم تنش برشی را در این نقطه محاسبه کنید.

 

 عبارتند از:المان نشان داده شده  ها درمقادیر تنشحل: 

 

 :𝜎موقعیت مرکز دایرۀ مور بر روی محور 

 

ای وجه سمت راست المان نشان داده شده هتنش ،Aنقطۀ  ختصاتبرای تعیین م

دهیم. تنش عمودی به دلیل فشاری بودن و تنش برشی نیز را مدّ نظر قرار می

کند، منفی های سـاعت دوران مـیلاف گـردش عقربهـچون در جهـت خ

 شعاع دایرۀ مور برابر است با: (.60-,20-) هـسـتند

 

 ترین تنش برشی در صفحه:بیش

تنش برشی ماکزیمم  Eترین تنش برشی در صفحه است. مختصات نقطۀ دایرۀ مور، نشان دهندۀ موقعیت بیش روی Fو  Eنقاط 

 دهد:و تنش عمودی متوسط را در این حالت نشان می

 حاصل می شود که برابر است با: CE به CAشعاع دایرۀ مور،  از دوران 𝜃𝑠1زاویۀ 

 

 

کند. از را تعریف می 𝑥ربۀ ساعت، جهت محور ، زاویۀ در جهت خلاف عقcمطابق شکل 

متوسط عمودی و تنش برشی  قرار دارد، تنش 𝜎در سمت مثبت محور  Eجا که نقطۀ آن

 کنند.اثر می  𝑦و  𝑥 مثبت محورهای  ماکزیمم در صفحه، در هر دو امتداد
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حور فولادی را نشان های واقع در یک نقطه از سطح یک مرو، تنششکل رو به: 11مثال

  دهد؛ با استفاده از دایرۀ مور، مطلوب است محاسبۀ:می

های ساعت در جهت عقربه °45طوری که به اندازۀ ها بر روی این المان بهالف( تنش

 دوران کند؛

 های اصلی؛ب( تنش

 ج( تنش برشی ماکزیمم در صفحه.

 با توجه به شکل، داریم:حل: 

 = −40𝑀𝑃𝑎؛ 𝜎𝑦 = 10𝑀𝑃𝑎     ؛  𝜎𝑥 = −50𝑀𝑃𝑎 

های مربوط به نقاط تنششود و مرکز دایرۀ مور انتخاب می Oنقطۀ 

A )وجه سمت راست(  وB  در المان نشان داده شده )وجه فوقانی(

 .نیمکمی ، ترسیممطابق شکل مقابل ،بر روی دایرۀ موررا  aدر شکل 

 شود:تعیین می زیر به ترتیب و شعاع آن، (C) موقعیت مرکز دایره

 

بر روی دایرۀ  ،=45°المان مورد نظر به اندازۀ  دوران الف(

زاویۀ دوران را نسبت به محور افقی محاسبه  شود.منتقل می Dبه  B و Dبه  Aخواهد بود؛ بدین ترتیب، نقطۀ  2=90°مور 

 کنیم:می

 

 

 شود:شرح زیر محاسبه میبه Dو  Dها، مختصات نقاط با معلوم شدن زاویه

 

 دهد.یافته نشان میها را بر روی المان دوران( تنشaشکل )

  دهند:های اصلی را نشان میتنش موقعیت P2و  P1نقاط  ب(
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 دهد.نشان می xهای اصلی و امتداد آن را نسبت به محور ( تنشbشکل )

 تنش برشی ماکزیممج( 

 اند؛مشخص شده 𝑆1و  𝑆2اکثر، بر روی دایرۀ مور با نقاط های برشی حداقل و حدتنش

  باشد:مقدار عددی آن برابر با شعاع دایرۀ مور می

 
 

𝐴𝐶𝑆1که برابر است با زاویۀ  2𝜃𝑠1از روی دایرۀ مور زاویۀ  = 90° + دست به 53.13°

 آید:می

است  σ𝒂𝒗𝒆جهت عمود بر هم، برابر با  در این حالت، تنش عمودی وارد بر مقطع، در دو

 گردد.( مشاهده میcکه قبلاً محاسبه شد. وضعیت المان در این حالت در شکل )

 

 تمرین:

ب مطلورو، با استفاده از دایرۀ مور، برای المان نشان داده شده در شکل رو به (11

 است محاسبۀ:

های ساعت دوران ت عقربهدرجه در جه 25ای که به اندازۀ الف( تنش در صفحه

 ؛یافته است

 ی اصلی و امتداد آن؛هاتنش ب(

 تنش برشی ماکزیمم در صفحه.ج(
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 (Absolute Maximum Shear Stress)  ماکزیمم مطلق تنش برشی
مصالح  ربرشی بستگی دارد، یافتن تنش برشی ماکزیمم مطلق د از آنجایی که مقاومت مصالح شکننده به توانایی تحمل تنش

 گیریم:اسبۀ مقدار آن، دو حالت زیر را در نظر میبرای مح گیرند، اهمیت دارد.وقتی که تحت بارگذاری قرار می

مساوی صفر است(، در نظر بگیرید.  zدر امتداد  𝜎3محوری قرار دارد )را که تحت اثر تنش دو (aالمان مطابق شکل ) حالت اول:

( bهردو کششی و مثبت هستند، دایرۀ مور برای این المان در حالت کلی مطابق با شکل ) 𝜎2و  𝜎1های که تنشبا توجه به آن

 تنش برشی ماکزیمم مطلق با توجه به شکل، برابر است با:در نتیجه،  خواهد بود.

 

 

 

   

 

 

هستند، دایرۀ  فشاری 𝜎2 کششی و  𝜎1های تنش محوری قرار دارد،که تحت اثر تنش دو (aالمان مطابق شکل ) در حالت دوم:

تنش برشی ماکزیمم مطلق با توجه به شکل، برابر در نتیجه،  ( خواهد بود.bمور برای این المان در حالت کلی مطابق با شکل )

 است با:

 

 

 

 

ای تحت فشار مطابق مخزن استوانهیک روی سطح  نشان داده شده نقطۀ: 11مثال

طه قتنش برشی ماکزیمم مطلق را در این ن قرار دارد. ای( تحت تنش صفحهaشکل )

 دست آورید.به
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 های کششیگردد، این المان تحت اثر تنشطور که ملاحظه میهمانحل: 

، آنبا توجه به عدم وجود تنش برشی در  رار دارد ودر صفحه ق )مثبت(

 :های اصلی هستندهای مشخص شده همان تنشتنش

 (𝜎1 = 32𝑀𝑃𝑎  ؛𝜎3 = 𝜎2  و 0 = 16𝑀𝑃𝑎 .) 

 آید:دست میبنابراین با ترسیم دایرۀ مور، تنش برشی ماکزیمم مطلق به

 

 

 تمرین:

 دست آورید.های اصلی و تنش برشی ماکزیمم مطلق المان نشان داده شده در شکل زیر را بهتنش (12
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 (Pressure Vessels Thin-Walled)  تنش در مخازن جدار نازک تحت فشار

 هااز آن هایینمونه .شوداستفاده می ،تحت فشار )گاز یا مایع(  سیالاتسازی و حمل ذخیره داری،برای نگهای است که محفظه

زن مخ شوند.ساخته میو از ورق فلزی شکل  ایصورت کروی یا استوانهاین مخازن، معمولاً به نشان داده شده است. زیردر شکل 

 باشد. 11تر از بزرگ( r/t)ک، مخزنی است که نسبت شعاع به ضخامت جدار آن، جدار ناز

 

( را در نظر aای مانند شکل )یک مخزن جدار نازک استوانه ای:مخازن استوانه

گونه تنش برشی روی المان مشخص شده به دلیل تقارن محوری، هیچ بگیرید.

شان داده شده در شکل، های عمودی نشود؛ در نتیجه، تنشدر شکل ایجاد نمی

های اصلی هستند. همچنین، از تنش شعاعی )تنش در راستای همان تنش

را  𝜎1شود. تـنش نظر میهای دیگر، صرفضخامت جداره( در مقایسه با تنش

را تنـش  𝜎2( و تنـش circumferentialیا  Hoop Stressتنـش مـحیطی )

 (Longitudinal  Stress)طـولی 

، قسمتی از مقطع برش خورده )بین 𝜎1مـحیطیبرای تعیین تنش  ند.ناممی

اختلاف فشار  p. اگر کنیمرا از این شکل جدا می dy( به طول  bو  aمقاطع 

 خواهیم داشت: xداخل و خارج مخزن باشد، با نوشتن معادلۀ تعادل نیروها در امتداد 

 

 

 

 ( cرا مطابق شکل ) yبر محور  مقطع عمود 𝜎2همچنین، برای تعیین تنش طولی 

 توان نوشت:می yدر نظر بگیرید. با نوشتن معادلۀ تعادل در امتداد 
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 اگر دایرۀ مور تنش را ای، دو برابر تنش طولی است.شود که تنش محیطی در مخازن استوانهمقایسۀ این دو تنش، معلوم می از

 خواهد بود با: در این حالت ترسیم کنیم، تنش برشی ماکزیمم برابر

𝑚𝑎𝑥 =
1

2
𝜎1 =

𝑝𝑟

2𝑡
 

مطابق شکل زیر در نظر بگیرید که تحت فشار داخلی  tو ضخامت جدارۀ  rیک مخزن کروی، به شعاع داخلی  مخازن کروی:

p مقطع قرار دارد .a ( کره را به دو قسمت تقسیم کرده است و در شکلbنمودار جسم آزاد نیمۀ سمت چپ نمایش د ) اده شده

: شودطور که ملاحظه میهمان است.

𝜎1 = 𝜎2،  با نوشتن تعادل نیروها در

 خواهیم داشت: yامتداد محور 

 

 

 

 تنش برشی ماکزیمم در جدار مخزن نیز برابر خواهد بود با:

𝑚𝑎𝑥 =
1

2
𝜎2 =

𝑝𝑟

4𝑡
 

ضخامت و  4ftای تحت فشار به قطر داخلی یک مخزن استوانه :12مثال
1

2
 𝑖𝑛 ترین بیش رو مفروض است.به مطابق شکل رو

چقدر  تجاوز نکند، ksi 20از  محیطیطولی و  هایتنشیک از هیچ نحوی که، بهتواند تحمل کندفشار داخلی که این مخزن می

 چقدر است؟ تواند تحمل کند،تحت شرایط مشابه، حداکثر فشاری که یک مخزن کروی شکل، با ابعاد مشابه می است؟

راین . بنابشودتنش ماکزیمم، تحت اثر تنش محیطی ایجاد می معلوم است که توجه به روابط فوق، با ای:مخزن استوانهحل: 

 توان نوشت:می

 

 مخزن کروی:

اما مراتب دشوارتر است، ای بهکه اجرای مخزن کروی شکل، نسبت به مخزن استوانهگردد، هرچند طور که ملاحظه میهمان

  ای است.آن دو برابر مخزن استوانه فشار داخلی تحمل

  تمرین:

رو، مربوط به یک کمپرسور هوا با فشار نشان داده شده در شکل رو بهمخزن  (13

 in 0.25و ضخامت جدارۀ آن  in 22است. اگر قطر داخلی آن  psi 90داخلی 

در این حجمی را محاسبه کنید. یک المان  Aتنش در نقطۀ های باشد، مؤلفه

 های مؤثر بر آن را مشخص کنید.نقطه را نشان دهید و تنش
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 (Deformationتغییر فرم )
ها پذیرند؛ به عبارت دیگر، تحت اثر نیروهای وارده، شکل و اندازۀ آنطور که در مقدمه نیز بیان شد، همۀ اجسام تغییر شکلهمان

ییرات البته ممکن است این تغگردد. جایی نسبی بین ذرات یک جسم ناشی میتغییر فرم یک جسم، از جابه شود.ر تغییر میدچا

 با چشم، چندان قابل تشخیص نباشد. این تغییراتشود، و یا ایجاد می یلاستیک نوارگیر باشد، مثل تغییراتی که در یک چشم

(( Creep( یا خزش )Shrinkageحیط و یا عوامل دیگری )همچون افت یا جمع شدگی )تواند ناشی از تغییر درجه حرارت ممی

بلکه تغییر در هندسۀ هر جزء در طول عضو شود، صورت یکنواخت ایجاد نمیباشد. این تغییر فرم، در سرتاسر یک جسم، به

ر در نظ نظرا در همسایگی نقطۀ مورد تواند متفاوت باشد. بنابراین، برای مطالعۀ تغییر فرم، جزء کوچک خطی از جسم رمی

 گیریم. می

برای درک بهتر از رفتار مصالح، در شکل مقابل یک نوار 

فقی ا لاستیکی نشان داده شده است. تغییرات خطوط قائم،

که و موربی که در یک نقطه از آن ترسیم شده است، هنگامی

ابل ق ،گیرد، در شکل سمت چپاین نوار تحت کشش قرار می

و خط افقی کاهش  طول ، افزایشخط قائمدر ص است. تشخی

شود؛ اما نوار مورب، دچار تغییر طول و طول مشاهده می

دوران شده است. این سه نوع تغییر فرم را در ادامه مورد 

 بررسی قرار خواهیم داد.

 

 (Strainتغییر فرم نسبی )
سه نوع تغییر فرم متفاوت در آن مشاهده شد. قرار گرفت و مورد مطالعه  ،در یک نقطه از آن ،در شکل فوق تغییر فرم یک جسم

حت طور که در نمونۀ تشود. هماناختلاف تغییر طول یا تغییر زاویه نسبت به وضعیت اولیۀ آن، تغییر فرم نسبی نامیده می

نسبی  ه به آن تغییر فرمتواند در امتدادی که عضو تحت بارگذاری قرار گرفته است باشد، کآزمایش ملاحظه شد، این تغییرات می

مورد های بعد و دو نوع دیگر آن، در قسمت شودمطرح می این نوع از تغییر فرم نسبی ابتدادر ادامه،  شود.گفته می عمودی

 مطالعه قرار خواهد گرفت.

  (Normal Strainتغییر فرم نسبی عمودی )
مطابق  ،قرار گرفته است Pای را که تحت اثر نیروی محوری میله

افزایش طول  δطول اولیۀ میله و  𝐿0در نظر بگیرید. اگر شکل 

طول بعد از بارگذاری باشد، تغییر فرم نسبی  𝐿ناشی از اعمال نیرو و 

 :شودصورت زیر تعریف میبه برای این میله عمودی متوسط

𝜖𝑎𝑣𝑔 =
𝐿 − 𝐿0
𝐿0

=
𝛿

𝐿0
 

کل اختیاری، به طریق مشابهی با ش یک جسم ازتنش عمودی در یک نقطه 

مطابق شکل، را از یک جسم  sجزء بسیار کوچکی به طول  شود.تعریف می

حد   رـاگ یابد.تغییر می Δ𝑠پس از تغییر شکل، طول آن به  رید.ـدر نظر بگی

s0شود:، تغییر فرم نسبی در یک نقطه از جسم با رابطۀ زیر تعریف می 
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طول، علامت آن مثبت و با کاهش طول،  افزایش با(، عبارت است از تغییر طول در واحد طول و  یا 𝜖𝑎𝑣𝑔) 𝜖 ،در هر دو حالت

  منفی خواهد بود.

کمیت بدون بعدی  𝜖در تعریف تغییر فرم نسبی، واحدهای صورت و مخرج، هر دو واحد طول است،  از آنجایی که واحدها:

میکرون  آید، معمولاً بر حسبدست میدر مهندسی، مقادیر خیلی کوچکی برای آن به اما چون در کاربردهای معمول خواهد بود.

µ𝑚  صورت به SIمثلاً در دستگاه  .شودبیان می 𝑚⁄  .(µ𝑚=10−6 𝑚 1)شود بیان می 

 (Shear Strain) تغییر فرم نسبی برشی
ی با مشود. در شکل زیر، جسول، باعث تغییر زاویه نیز مییر طعلاوه بر تغیطور که پیش از این نیز گفته شد، تغییر فرم، همان

کند. طبق تعریف، این اضلاع موازی هم نشان داده شده است. پس از اعمال نیروی برشی، زاویۀ قائمۀ موازی اضلاع، تغییر می

با  و افزایش زاویهمت مثبت زاویه با علا کاهششود. نشان داده شده است، تغییر فرم نسبی برشی نامیده می تغییر زاویه که با 

 نشان دهیم، خواهیم داشت: بنابراین، اگر زاویۀ پس از تغییر شکل را با  شود.علامت منفی مشخص می

 

 

 

 

 

 

 

 

 های تغییر فرم نسبی در مختصات دکارتیمؤلفه

( را در حالت کلی در نظر aکل )تعمیم دهیم و المان مطابق ش توانیممی تغییر فرم نسبی عمودی و برشی را مذکور برایتعاریف 

( فرض کرد. bمکعب مستطیل مطابق شکل )توان آن را مطابق با ، میانتخاب شده استابعاد المان بسیار کوچک  چونبگیریم. 

 صورت زیر تغییر کند:شود تا ابعاد این المان بهتغییر فرم نسبی عمودی باعث می

  

از طرف دیگر، تغییر فرم نسبی برشی، باعث تغییر زاویۀ بین وجوه این المان  ود.شدر المان مورد نظر می تغییر حجمکه باعث 

 اندازۀ:  به

 

 المان خواهد شد. تغییر شکلگردد که موجب می
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 توان فرض کرد:کوچک مجازند، می هایدر محدودۀ تغییر شکل هادر اکثر مسائل مهندسی تغییر شکلاز آنجا که 

   sin   ؛ cos  1      ؛tan𝜃   

حلقۀ اتصال از نقطۀ  Pتغییر فرم نسبی عمودی متوسط را در دو مفتول مطابق شکل زیر محاسبه کنید. تحت اثر نیروی  :1مثال

A  بهA .منتقل شده است 

 

 ها برابر است با:طول هرکدام از مفتول حل:

 

 طول نهایی نیز عبارت است از:

 

 

 ها برابر است با:رم نسبی متوسط در هر یک از میلهتغییر ف

 

 

                                                                                 

 

متصل  گاهبه تکیه ۀ خودسه لب( در aصفحۀ نشان داده شده در شکل ): 2مثال

در  2mmاندازۀ تواند حرکت کند. اگر این لبه، به می CDاست و فقط در لبۀ 

جا شود، تغییر فرم نسبی متوسط عمودی قطر طور یکنواخت جابهامتداد افق، به

AC  و تغییر فرم نسبی برش درE  را نسبت به محورهایx و y .محاسبه کنید 
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گردد. طول اولیه و بعد منتقل می Cبه  Cپس از تغییر شکل صفحه، گوشۀ  حل:

 شود:بطۀ فیثاغورت محاسبه میاز را قطر صفحه،از تغییر شکل 

 

 

 برابر است با: ACبنابراین، تغییر فرم نسبی عمودی متوسط 

 

بوده است، با توجه به شکل  °90، که قبل از تغییر فرم، yو  xنسبت به محورهای  Eبرای محاسبۀ تغییر فرم نسبی برشی در 

(bمی ) نوشتتوان: 

 

 

 شده است، بنابراین:   °90تر از بزرگ شود، زاویۀ طور که ملاحظه میهمان

 

 

𝛾𝑥𝑦کرد؛ یعنی: شد، زاویه تغییری نمیو قائم انتخاب می یدر امتداد افق Eطۀ قدر ن yو  x اگر محورهای مختصات نکته: = 0 

 تمرین:

 mm 2 ، به اندازۀPنیروی تحت اثر  Bنقطۀ در سازۀ مطابق شکل مقابل،  (1

 CDشود. تغییر فرم نسبی عمودی را در میلۀ یجا مدر امتداد قائم جابه

 محاسبه کنید. 

 

 

صفحۀ مثلثی شکل زیر، تحت اثر بارهای وارده دچار تغییر شکل شده  (2

و تغییر فرم نسبی برشی  BCتغییر فرم نسبی عمودی در امتداد لبۀ است. 

 محاسبه کنید. yو  xنسبت به محورهای  Aرا در گوشۀ 
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 حالت کلیتغییر فرم نسبی در 
ابعی ، تبعدی، تغییر مکان در هر نقطهدر حالت کلی برای یک جسم سه

 از جسم Pنقطۀ دلخواه عنوان مثال، به از مختصات آن نقطه است.

گردد. بردارهای تغییر منتقل می P، به نقطۀ اثر بارهای واردهتحت 

تیب تربه zو  x،  yرو در امتداد محورهای به مکان مطابق شکل رو

شود رابطۀ بین این بردارهای ثابت می .اندفرض شده wو  u،  vبرابر با 

تغییر مکان با تغییر فرم نسبی المان سه بعدی انتخاب شده عبارت 

 است از:

 

 

زیر نشان  صورتکه همانند تانسور تنش به های تانسور تغییر فرم نسبی در حالت کلی هستنداین پارامترها نشان دهندۀ مؤلفه 

 :شودداده می

 

 

ها وجود فقط تعدادی از این مؤلفه شود، در چنین مواردیتغییر فرم جسم در حالات خاص مطرح می مسائل مهندسی، اغلب در

 .دارند و بقیه صفرند

 در حالت دوبعدیتبدیل تغییر فرم نسبی 
تغییر فرم نسبی در هر نقطه از طور که در فصل قبل در مورد تنش گفته شد، همان

جسم نیز متأثر از امتداد محورهای مختصات است و با چرخش این محورها، مقادیر 

بی دنبال تعیین بیشترین تغییر فرم نسکند. در مسائل مهندسی اغلب بهها تغییر میآن

xهای نسبی در صفحۀ دلخواه اگر تغییر فرم و امتداد آن هستیم. − y  را در اختیار

xدر صفحۀ  عمودی و برشی های نسبیداشته باشیم، تغییر فرم − y  که به اندازۀ 

 آید:دست مینسبت به آن دوران کرده است، از روابط زیر به

   

 

                                               

 :شودنیز از رابطۀ زیر محاسبه می yتغییر فرم نسبی عمودی در امتداد 
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 (:Principal Strains) های نسبی اصلیتغییر فرم
تعریف  شد، چه که در مورد تنش بیان، مشابه آنتوان جهات اصلی و مقادیر اصلیبرای تغییر فرم نسبی در یک نقطه نیز می

در آن کرد. با روشی شبیه آنچه قبلاً دیدیم، زاویۀ مربوط به جهات اصلی تغییر فرم نسبی که 
xy
 =  برابر است با: است،  0

 

 

 آیند:دست میییر فرم نسبی اصلی نیز از روابط زیر بهمقادیر تغ

 

 

 های مربوط به حداکثر تغییر فرم نسبی برشی:جهت

 

 

 :در صفحه ر حداکثر تغییر فرم نسبی برشییدامق

 

 

 تغییر فرم نسبی عمودی متوسط:و 

 

 

  از: عبارت است ای، در یک نقطهتانسور تغییر فرم نسبی در حالت صفحه: 3مثال
500     200
200 −300

µ𝑚)بر حسب    𝑚⁄ در جهت  °30مختصات به اندازۀ (؛ اگر محورهای

های نسبی را نسبت به محورهای مختصات تغییر فرم ،دوران کندهای ساعت عقربه

  یافته محاسبه کنید.دوران

 

 با توجه به تانسور داده شده، داریم:حل: 

𝜖𝑦 = −300 𝜇      ؛𝜖𝑥 = 500 𝜇            ؛
𝑥𝑦

= 200 µ   
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 ، بنابراین:= −30°اند، های ساعت دوران کردهمحورهای مختصات در جهت عقربه

 

 

 

 

 

𝜖𝑥𝑦برای محاسبۀ 
  نیز با قرار دادن = −30 + 90 =  در رابطۀ مربوط به  60°

𝜖𝑥
 :خواهیم داشت 

 

توانستیم همان لبته می)ا ( نشان داده شده استcنتایج در شکل ) = −30  را در رابطۀ𝜖𝑦
  قرار دهیم و به همین نتیجه

 برسیم(.

 

 تمرین:

300      از: عبارت است ای، در یک نقطهتانسور تغییر فرم نسبی در حالت صفحه (2    −200
−200   −180

µ𝑚)بر حسب    𝑚⁄؛) 

 تعیین کنید. ها راهای نسبی اصلی و امتداد آنتغییر فرم الف(

 دست آورید.ترین تغییر فرم نسبی برشی در صفحه را بهبیش ب(

های نسبی را نسبت به های ساعت دوران کند، تغییر فرمجهت عقربهخلاف در  °45مختصات به اندازۀ اگر محورهای ج( 

 یافته محاسبه کنید.محورهای مختصات دوران
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 (Mohrs Circle Plane Strainدایرۀ مور تغییر فرم نسبی در صفحه )
یر ای است که دایرۀ مور تغی، دایرهنمایش هندسی روابط مربوط به تغییر فرم نسبی

شود. روش ترسیم آن مشابه با روشی است که در مورد تنش فرم نسبی نامیده می

و محور قائم، تغییر فرم نسبی  𝜖بیان شد. محور افقی تغییر فرم نسبی عمودی 

برشی 
𝛾𝑥𝑦

2
توان ای(، برای سهولت می)در حالت دوبعدی )صفحه دهدرا نشان می 

 .)هندۀ دتغییر فرم نسبی عمودی مثبت که نشان را بدون اندیس نیز نشان داد

شود؛ اما تغییر فرم نسبی فرض می 𝜖افزایش طول است، در سمت مثبت محور 

مثبت  yنسبت به امتداد  منفی و xبرشی مثبت، روی دایرۀ مور، نسبت به امتداد 

 شود ) و برعکس(.فرض می

 شود:با استفاده از تعاریف قبلی تعیین میمرکز و شعاع دایرۀ مور 

  

 

های نسبی تغییر فرم خواهد بود. 2، بر روی دایرۀ مور به اندازۀ زاویۀ دوران المان 

ان های زیر نشدر شکل ،تغییر فرم برشی ماکزیمم در صفحه امتداد آن و نیز اصلی و

 داده شده است.

 

ای، مطابق شکل زیر را در نظر ، در حالت تغییر فرم نسبی صفحه mm 10×10 د یک صفحۀ مربع شکل به ابعا  :4ثالم 

کند و زاویۀ گوشۀ سمت ضلع قائم آن تغییری نمییابد؛ افزایش می µm 4آن تحت اثر بارهای وارده به اندازۀ  بگیرید. ضلع افقی

 یابد. مطلوب است:افزایش می 𝑟𝑎𝑑 3−10×0.4پایین صفحه، به اندازۀ چپ در 

 های نسبی اصلی و امتداد محورهای مربوط به آن؛تغییر فرم الف(

 ب( ماکزیمم تغییر فرم نسبی برشی و تغییر فرم نسبی عمودی متناظر با آن.

 

 حل:

 های نسبی اصلیالف( محورهای اصلی و تغییر فرم

و  𝜖 حورهایپس از رسم م


2
 کنیم.مشخص میبر روی آن را  Yو  X، مختصات نقاط 
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𝜖𝑥 زاویۀ چون دهد، پس علامت آن مثبت است و افزایش طول نسبی را نشان می

گوشه افزایش یافته است، 


2
و  𝜖𝑥به مختصات  Xنقطۀ منفی خواهد بود، بنا براین،  



2
 

𝜖𝑦 گردد.مور مشخص می هر دو با علامت مثبت روی دایرۀ =  Yنقطۀ رو، ، از این0

و  0به مختصات 


2
از دایرۀ مور، مرکز دایره  XYبا ترسیم قطر  شود.منفی تعیین می 

 آوریم:دست میمختصات مرکز و شعاع دایره را به شود.مشخص می

𝑂𝐶 =
𝜖𝑥 + 𝜖𝑦

2
= 200𝜇          ؛    𝑅 = √(200𝜇)2 + (200𝜇)2

= 283𝜇 

 دهند:های نسبی عمودی ماکزیمم و مینیمم را نشان میموقعیت تغییر فرم Bو  Aنقاط 

𝜖1 = 𝑂𝐴 = 200𝜇 + 283𝜇 = 483𝜇 

𝜖2 = 𝑂𝐵 = 200𝜇 − 283𝜇 = −83𝜇 

است، زاویۀ  °45بر روی دایرۀ مور  2𝜃𝑝چون  دهد.( محورهای اصلی را نشان میcشکل )

𝜃𝑝دوران صفحه،   خواهد بود.  22.5° =

 

 در صفحه ب( تغییر فرم نسبی برشی ماکزیمم

در صفحه هستند. این مقدار مساوی با شعاع دایرۀ  تغییر فرم نسبی برشی ماکزیممن دهندۀ اروی دایرۀ مور، نش Eو  Dنقاط 

 باشد:مور می

 

 ا:ب های نسبی عمودی منطبق بر مرکز دایرۀ مور، برابرنددر این حالت، تغییر فرم

𝜖𝑎𝑣𝑒 = 200𝜇 

 دهد.( محورهای تغییر فرم نسبی ماکزیمم را نشان میdشکل )

 :تمرین

( مطابق شکل، bracketهای تغییر فرم نسبی، در نقطۀ نشان داده شده در لچکی )مؤلفه (3

 ، عبارتند از:Pتحت اثر نیروی 

𝜖𝑦 = 350 𝜇      ؛𝜖𝑥 = 500 𝜇            ؛
𝑥𝑦

= −430 µ   

 با استفاده از دایرۀ مور،

 دست آورید؛محورهای اصلی را بههای نسبی اصلی و امتداد الف( تغییر فرم

θبه اندازۀ  که، وقتیاین المان بر روی های نسبی راتغییر فرمب(  = در جهت ساعت 30°

 تعیین کنید؛ دوران کند، گرد

 نیددی متناظر با آن را محاسبه کفرم نسبی برشی و تغییر فرم نسبی عموماکزیمم تغییرج( 
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 (Absolute Maximum Shear Strainماکزیمم تغییر فرم نسبی برشی مطلق )
شی یعنی هر دو کش جهت باشند،اصلی همهای که تنش، هنگامیایحالت تنش صفحهدر  خاطر نشان گردید که در فصل گذشته،

شود. این امر در مورد تغییر فرم نسبی لمان، خارج از صفحه واقع میدر یک ا تنش برشی ماکزیمم مطلق یا هر دو فشاری باشند،

، باعث افزایش طول المان زیرای، مطابق شکل صفحههای نسبی اصلی در حالتای نیز صادق است. مثلاً اگر تغییر فرمصفحه

تر برابر است با:     ایرۀ بزرگصورت، شعاع دشود که در این( ترسیم میbحوره مطابق شکل )ـمدر حالت سهشوند، دایرۀ مور 

𝑅 = (𝛾𝑥𝑧)𝑚𝑎𝑥  :، بنابراین، تغییر فرم نسبی برشی ماکزیمم، برابر خواهد بود با ⁄2

 

 

 

 

 

 

یر فرم تر از تغیدهد. باید توجه داشت که این مقدار بزرگدست میرا به تغییر فرم نسبی برشی ماکزیمم مطلقاین مقدار، همان 

𝑚𝑎𝑥(𝛾𝑥𝑦) ای است که برابر است با:      حهنسبی برشی صف
= 𝜖1 − 𝜖2. 

 𝜖2و  باعث ازدیاد طول 𝜖1 های نسبی در خلاف جهت یکدیگر باشند؛ بنابرایناکنون، حالتی را در نظر بگیرید که تغییر فرم

تغییر های زیر نشان داده شده است، در شکل در این حالت که وضعیت المان و دایرۀ مور مربوط به آن گردد.کاهش طول می

 ، عبارت است از:فرم نسبی برشی ماکزیمم مطلق

 

 

 

 

 

 

 

 

 عبارتند از: ای در یک نقطهتغییر فرم نسبی صفحههای مؤلفه :5مثال

𝜖𝑥 = 𝜖𝑦      ؛     (10−6)400− = 𝛾𝑥𝑦  ؛      (10−6)200 = 150(10−6) 
 ای و تغییر فرم نسبی برشی ماکزیمم مطلق را محاسبه کنید.برشی ماکزیمم صفحه تغییر فرم نسبی
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 حل: 

 با توجه به مثبت بودن ای:الف( ماکزیمم تغییر فرم نسبی برشی صفحه

رو تغییرفرم نسبی برشی، وضعیت تغییر یافتۀ المان، مطابق با شکل رو بهعلامت 

سبی برشی در صفحه، دایرۀ مور را برای تعیین ماکزیمم تغییر فرم ن خواهد بود.

 مرکز دایره عبارت است از: وقعیتکنیم. مترسیم می

 

، هر xمربوط به امتداد  Aمختصات نقطۀ  مثبت است، 𝛾𝑥𝑦  منفی و 𝜖𝑥 چون  

 شعاع دایرۀ مور نیز برابر است با:. (400- ، 75-دو منفی خواهد بود )

 های نسبی اصلی عبارتند از:ییر فرمبنابراین، از روی دایرۀ مور، تغ

 

 در نتیجه، ماکزیمم تغییر فرم نسبی برشی در صفحه برابر خواهد بود با:

سبی های نچون تغییر فرمماکزیمم تغییر فرم نسبی برشی مطلق:  ب(

 ماکزیمم تغییر فرم نسبی برشی اصلی در خلاف جهت یکدیگر واقع شده اند،

 برابر خواهد بود؛ یعنی: م نسبی برشی مطلقماکزیمم تغییر فر، با در صفحه

 

 ( ترسیم شده است.b، در شکل )zو  yو  xمحورۀ المان مورد نظر، نسبت به محورهای دایرۀ مور سه

 

 تمرین:

 عبارتند از: از تیر نشان داده شده در شکل، Aهای تغییر فرم نسبی در نقطۀ مؤلفه (9

𝜖𝑥 = 𝜖𝑦    ؛  (10−6)450 = 𝜖𝑧  ؛  (10−6)825 = 𝛾𝑥𝑦  ؛   0 = 275(10−6) 

 های نسبی اصلی؛ تغییر فرمالف( 

𝑥 ماکزیمم تغییر فرم نسبی برشی در صفحهب(  − 𝑦؛ 

 ؛ماکزیمم تغییر فرم نسبی برشی مطلق ج(

 را برای المان نشان داده شده محاسبه کنید.
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 (Strain Rosettesفرم نسبی ) های سنجش تغییرگلبرگ-گیری تغییر فرم نسبیاندازه
، (Electrical Strain Gageتغییر فرم سنج الکتریکی )گیری کرد. ای اندازهتوان با استفاده از ابزار ویژهتغییر فرم اجسام را می

مورد  نقاط که دارای ابعاد کوچکی هستند، به ها،گیری در این موارد است. این تغییر فرم سنجاندازهترین وسایل از جمله معمول

نظر از سطح جسم جسبانده می شوند و به کمک دستگاهی که به آن متصل شده است، تغییر فرم طولی را در جهت مورد نظر 

اند. تغییر فرم جسم، باعث تغییر طول این ها از یک رشته سیم نازک مارپیچ تشکیل شدهدهند. این تغییر فرم سنجنشان می

ول ای که بین تغییر مقاومت الکتریکی و تغییر طشود. با توجه به رابطهاومت الکتریکی آن میرشته سیم و در نتیجه، تغییر مق

 شود.گیری میسیم برقرار است، تغییر فرم جسم مورد نظر، اندازهرشته 

گیری تغییر فرم نسبی در جهات مختلف و نیز تغییر فرم نسبی برای اندازه

بی استفاده می شود که در آن این های سنجش تغییر فرم نساز گلبرگبرشی، 

رو، قرار های الکتریکی، در سه جهت مختلف، مطابق شکل رو بهتغییر فرم سنج

گیری تغییر فرم نسبی در این سه امتداد، با استفاده شوند. پس از اندازهداده می

توان تغییر فرم نسبی عمودی و برشی را در از روابط مثلثاتی به شرح زیر می

 دست آورد.به y  و xنظر، نسبت به محورهای  صفحۀ مورد

 

 

در شکل های زیر دو نمونۀ  دهند.ها را به ترتیب خاصی قرار میالبته برای سهولت در حل معادلات، در عمل این تغییر فرم سنج

 نشان داده شده است. °60و  °45متداول تحت زوایای 

 

  

 

 

 

𝜃𝑎، °45در صورت استفاده از گلبرگ  = 0° ،𝜃𝑏 = 𝜃𝑐و  45° = ها در روابط فوق خواهد بود؛ با قرار دادن این زاویه 90°

 و حل معادلات، خواهیم داشت:

 

 

𝜃𝑎استفاده شود،  °60اگر از گلبرگ  = 0° ،𝜃𝑏 = 𝜃𝑐و  60° =  گیرد و در نتیجه:میدر روابط فوق قرار  120°
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از براکت نشان داده شده در شکل  Aحالت تغییر فرم نسبی در نقطۀ   :9مثال

(a( توسط گلبرگ سنجش تغییر فرم نسبی به شکل ،)bاندازه ) گیری شده

 نتایج حاصل، عبارتند از: است.

𝜖𝑎 = 𝜖𝑏  ؛ (10−6)60 = 𝜖𝑐   ؛  (10−6)135 = 264(10−6)   

و امتداد آن را برای نقطۀ مورد نظر  یاتغییر فرم های نسبی اصلی صفحه

 محاسبه کنید.

 ( داریم:bبا توجه به گلبرگ نشان داده شده در شکل ) حل:

𝜃𝑎 = 0° ،𝜃𝑏 = 𝜃𝑐و  60° = 120° 

 با قرار دادن این مقادیر در روابط مربوطه، می توان نوشت:

 

 معادلات، خواهیم داشت:این ( و حل 3( و )2ابط )( در رو1دست آمده از رابطۀ )با قرار دادن مقدار به

 

ز موقعیت مرک کنیم.های نسبی اصلی در صفحه، از دایرۀ مور در حالت دوبعدی آن استفاده میدست آوردن تغییر فرمبرای به

 دایره و شعاع آن عبارتند از:

𝜎𝑎𝑣𝑔 =
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦

2
=
60(10−6) + 246(10−6)

2
= 153(10−6)      

 

 ا:ب بود ندخواه های نسبی اصلی از روی دایرۀ مور برابرتغییر فرمدر نتیجه 

 

 .( نشان داده شده استdچین در شکل )المان تغییر فرم یافته، با خط
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 چه گذشت، نتیجه گرفتیم کهر جداگانه بحث شد. از آنطوبه« تغییر فرم نسبی»و « تنش»های پیش دربارۀ مفاهیم فصل در

. شودها، تنش که نمایندۀ نیروهای داخلی است، ایجاد میدهند و در هر نقطه از آناجسام تحت اثر نیروهای وارده تغییر فرم می

ان ارد و این رابطه بیای بین تنش و تغییر فرم نسبی در یک نقطه از جسم وجود دآید که چه رابطهاکنون این سؤال پیش می

 کنندۀ چه خصوصیتی از مصالح ساختمانی است؟

در پاسخ باید گفت که اولاً بین تنش و تغییر فرم نسبی در هر عنصر از جسم، همواره روابطی وجود دارد که در ادامه در رابطه با 

اکنش آن در مقابل اثرات خارجی آن مفصل بحث خواهد شد. ثانیاً این روابط، مشخص کنندۀ رفتارهای مادی جسم و معرف و

رفتار مصالح مختلف در شرایط  ۀتعیین کنند ها،ویژگیاین روند. شمار میخصوصیات اصلی مادی اجسام بهازجمله  و هستند

و در حل مسائل مهندسی، کاربردهای اساسی دارند. روابط بین تنش و تغییر  بسیار اهمیت دارند ،گوناگون هستند و از این رو

های آینده، ضمن معرفی آن، شوند و در قسمت( نامیده میConstitutive Relationsبی، روابط مشخصه )فرم نس

 عمل خواهد آمد.های اساسی از آن در حل مسائل بهگیریبهره

 

 تغییر فرم نسبی-نمودار تنش

ششی یش ک، معمولاً از یک آزمامصالح تغییر فرم نسبی-برای ترسیم نمودار تنشآزمایش کشش ساده: 

البته لازم به ذکر است که این آزمایش معمولاً بر روی مصالح  شود.آن استفاده میای از ساده بر روی نمونه

رو، یک نمونۀ فلزی با سطح مقطع شود. در شکل رو بهپذیر که خاصیت کشسانی دارند، انجام میانعطاف

این طول،   شود.یکدیگر مشخص میاز  𝐿0ای نشان داده شده است. دو علامت روی میله، به فاصلۀ دایره

این نمونه توسط یک دستگاه تست کشش مورد آزمایش  شود.( نامیده میGage Lengthفاصلۀ مقیاس )

شود و تحت اثر این نیرو، طول نمونه بر نمونه وارد می Pگیرد. در این آزمایش، نیروی کششی قرار می

در هر لحظه از انجام  𝐿شود. طول افزایش یافتۀ نیز افزوده می 𝐿0یابد؛ درنتیجه به طول افزایش می

δو افزایش طول  شودگیری میآزمایش، اندازه = 𝐿 − 𝐿0   نظیر هر مقدارP شودثبت می .ϵ  از تقسیم

δ بر طول اولیه 𝐿0 گیری است. از طرف دیگر، تغییرات قطر نمونه نیز همزمان قابل اندازهشود. محاسبه می

 آید.دست میبه A0بر سطح مقطع اولیه  Pنیز از تقسیم  𝜎 تنش
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قی را در ترسیم نمودار، محور اف شرایط آزمایش شبه استاتیکی فراهم شود. باید دقت شود که بارگذاری بسیار آرام انجام گیرد تا

. در طول مدت زمان انجام کنیمانتخاب می 𝜎 تبرای نشان دادن تغییراو محور قائم را گیریم در نظر می ϵبرای نمایش تغییرات 

شود و مقادیر تنش و تغییر فرم نسبی، مرتباً ثبت مینمونه،  (Rupture) آزمایش، از لحظۀ شروع بارگذاری تا لحظۀ گسیختگی

اهم اختلاف برای مصالح مختلف بتغییر فرم نسبی -نمودارهای تنش گردد.از برازش منحنی بر نقاط ثبت شده، نمودار ترسیم می

زیادی دارند. حتی برای یک نوع مصالح مشخص، با توجه به درجه حرارت محیط، سرعت بارگذاری و چند متغیر دیگر، نمودارهای 

یک نمودار ثابت ترسیم کرد. در یک توان برای یک نوع مصالح خاص، . اما در یک شرایط استاندارد، میآیددست میمتفاوتی به

 بندی کرد.( تقسیمBrittle( و شکننده یا تُرد )Ductileپذیر )ان مصالح ساختمانی را به دو دستۀ شکلتوبندی کلی، میتقسیم

که تغییر شکل آن. مصالح ترد، بدون دهندای از خود نشان میپذیر، پیش از گسیختگی، تغییر شکل قابل ملاحظهمصالح شکل

خوار، شامل فولاد ساختمانی و بسیاری از آلیاژهای مواد چکش شوند.می طور ناگهانی گسیختهها ایجاد شود، بهقابل توجهی در آن

ا شود، بطور که ملاحظه میهمان دهد.میکربن( را نشان پذیری دارند. شکل زیر رفتار یک فولاد نرمه )کمفلزی رفتار انعطاف

بت تا رسیدن به حد تناسب شروع آزمایش، رابطۀ بین تنش و تغییر فرم نسبی خطی است و این نمودار با شیب ثا

(Proportional limitادامه می ).طور که از سان( دارند. البته همانرفتار ارتجاعی )الاستیک یا کش در این ناحیه، مصالح یابد

یابد و در فاصلۀ کمی به حد تسلیم منحنی اندکی کاهش میشود، پس از رسیدن به حد تناسب، شیب روی نمودار ملاحظه می

نشان  E با نموداراین شیب توان تا رسیدن به حد تسلیم، رفتار مصالح را ارتجاعی فرض کرد. در مسائل مهندسی می رسد.می

(، مدول یانگ یا مدول الاستیسیته یا ضریب ارتجاعی 1113-1124شود و به افتخار دانشمند انگلیسی توماس یانگ )داده می

( ماده است. سختی، مقاومتی است که ماده در برابر تغییر شکل Stiffnessاین کمیت، شاخصی از سختی ) .شده استنامیده 

 شود:میصورت زیر نوشته تنش و تغییر فرم نسبی م به رابطۀ بین دهد.ارتجاعی از خود نشان می
 

  

دون بعد یک کمیت ب ϵچون  شود.(، قانون هوک نامیده می1335-1113دان انگلیسی رابرت هوک )این رابطه به افتخار ریاضی

 است. 𝜎همان واحد  Eاست، واحد 

رسد و پس از آن، تا مدتی بدون افزایش ( میYieldرفتار نمونه به مرحلۀ تسلیم )، مرحله و با افزودن بارپس از گذراندن این 

 سانیا موم ر کاملاً خمیریصالح رفتاو م ماندثابت می 𝜎𝑦 برابر با شتن مقدار دهد. در این مرحله،بار، به تغییر شکل خود ادامه می

(Perfectly Plastic) دهندمی از خود نشان  . 
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 𝜎𝑢 شود و تا رسیدن به مقاومت نهایی( میStrain Hardeningنمودار وارد مرحلۀ سخت شدگی مجدد )در ادامۀ بارگذاری، 

(Ultimate Strenghtهمچنان با شیب مثبت ادامه می ) .ه بعد، قطر قسمتی از نمونه شروع به کاهش از این نقطه بیابد

شود. در این مرحله نیروی لازم برای افزایش طول نامیده می (Necking) کند؛ این پدیده، باریک شدگی یا گلویی شدنمی

 دهد.گسیختگی نهایی رخ می 𝜎𝑓که سرانجام با رسیدن تنش به  یابد تا آننمونه، کاهش می

 

 

شود و شیب نمودار پس از رسیدن به دچار کاهش سختی نمیدر حقیقت، نمونه در مرحلۀ اخیر  است کهالبته لازم به ذکر 

تا لحظۀ گسیختگی همچنان مثبت است. با توجه به کاهش قطر نمونه در مرحلۀ گلویی شدن، تنش حقیقی، مقاومت نهایی نیز 

س از منحنی پ بنابراین،آید. دست میاز تقسیم نیرو بر سطح مقطع کاهش یافته به

𝜎𝑓ای که تنش به ورود به مرحلۀ سخت شدگی مجدد، تا نقطه
 در  یابد.برسد ادامه می

بر  از تقسیم نیرو که یتنش از همانو  رودکار نمیبهمنحنی حقیقی مسائل مهندسی، 

 شود. دست آمده است، استفاده میسطح مقطع اولیه به

تسلیم شدن وجود ندارد و یا قابل تشخیص  ، ناحیۀپذیردر برخی از مصالح انعطاف

ی مبدأ جایروش معمول برای تعیین تنش تسلیم در این قبیل موارد، روش جابه نیست.

چه در شکل مقابل مشاهده ( است. در این روش، چنانOffset Methodیا افست )

جدا ( %0.2) 0.002به اندازۀ  ϵشود، بر این اساس استوار است که روی محور می

شود؛ خطی به موازات مماس بر نمودار در مبدأ ترسیم می(، A)نقطه  ده و از آنکر

 𝜎𝑦کند. تنش نظیر این نقطه را تنش تسلیم قطع می Bاین خط، نمودار را در نقطۀ 

 .گیرنددر نظر می

چدن،  همانند این نوع از مصالح،: تغییر فرم نسبی برای مصالح تُرد-نمودار تنش

موادی هستند که قبل از شکست، تغییر شکل قابل  ، شیشه و ...،سنگ، بتن، آجر

صورت ناگهانی است. در شکل ها بهیختگی آندهند و گسای از خود نشان نمیملاحظه

( مشاهده Brittle( و ترد )Ductileرو، تفاوت نحوۀ گسیختگی مصالح نرم )رو به

یۀ خمیری و گلویی شدن گردد. در نمودار مربوط به مصالح ترد یا شکننده، ناحمی

اساس توان برتغییر فرم نسبی برای این اجسام را می-شود. نمودارهای تنشدیده نمی

دست آورد. نمودارهای حاصل از این دو نوع آزمایش تحت نیروی کششی یا فشاری به

ست. به عبارت دیگر، رفتار این نوع از مصالح، نی یکیآزمایش، در اکثر موارد با هم 

وت است. بسیاری از این مصالح، دارای نیروهای کششی و فشاری متفاتحت اثر 

تری نسبت به مقاومت فشاری هستند. مراتب کممقاومت کششی به

ز تحت کشش و فشار با هم فرق دارد. شکل ها نیضریب ارتجاعی آن

 بر روی یک های بتنی،نمونه های کششی و فشاریآزماش نتایجمقابل، 

 نشان داده شده است. نسبی، تغییر فرم-تنش نمودار

ام که معمولاً این اجسدلیل آنبه برای تعیین ضریب ارتجاعی اجسام ترد، 

 دارد،وجود ن این ضریبمستقیماً امکان تعیین  و ارتجاعی خطی نیستند

  سه روش، مطابق شکل زیر مرسوم است.
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ها، انتخاب ضریب زاویۀ خط مماس بر منحنی در مبدأ یکی از این روش

 Initial tangentختصات است که به آن ضریب ارتجاعی مماسی )م

moulus )دیگری، مماس بر منحنی در نقطۀ مورد نظرشودگفته می . 

 Tangentدست آید )تواند با استفاده از روش افست بهاست که می

moulus( و روش سوم ضریب ارتجاعی سکانتی ،)Secant modulus )

در این ناحیه  شود.ۀ مورد نظر ترسیم میاست که از اتصال مبدأ به نقط

توان رفتار اجسام را ارتجاعی فرض کرد؛ به طوری که اگر باربرداری می

گردد. اما انجام شود، ادامۀ منحنی روی منحنی بارگذاری به مبدأ برمی

گردد و در منحنی باربرداری در خارج از ناحیۀ ارتجاعی، به مبدأ برنمی

در آن باقی  (Permanentیا دائمی ) ماندنهایت نیز تغییرشکل پس

توان مطابق شکل زیر، با هم ماند. منحنی بارگذاری و باربرداری را میمی

 موازی فرض کرد.

 

 

 

 

 

در دو انتها قرار گرفته  kN 10ای، تحت اثر نیروی محوری کششی با مقطع دایره ،(a)میلۀ آلومینیومی مطابق شکل : 1مثال

( باشد، ازدیاد طول تقریبی این میله را تحت اثر این نیرو bتغییر فرم نسبی این میله مطابق با شکل )-اگر نمودار تنش است.

𝐸𝑎𝑙محاسبه کنید. ) = 70 𝐺𝑃𝑎) 

 

 

دست آوریم. پس از محاسبۀ تنش در هر کدام از برای محاسبۀ ازدیاد طول میله، نخست باید تغییر فرم نسبی آن را بهحل: 

 شود.با استفاده از نمودار، تغییر فرم نسبی محاسبه میهای میله، قسمت
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تر است، رفتار میله در این ناحیه ارتجاعی است، در نتیجه قانون هوک صادق از تنش حد تسلیم کم ABچون تنش در ناحیۀ 

 است:

 

حد تسلیم فراتر از میله، تنش از  BCاما در طول 

برقرار نیست و تغییر فرم نسبی از روی یری است؛ در نتیجه قانون هوک برای آن رفته است و رفتار میله غیر ارتجاعی یا خم

𝜖𝐵𝐶صورت تقریبی برابر با نمودار به ≈ 0.045 𝑚𝑚/𝑚𝑚 بنابراین، افزایش طول میله عبارت است از:آیددست میبه . 

 

 تمرین

مال پس از اع mm 3به قطر  BC فولادی مفتولچقدر باشد تا  Pمقدار نیروی  (1

𝐸𝑠𝑡 داشته باشد؟ ) mm 0.2برابر با  نیرو، ازدیاد طولی = 200 𝐺𝑃𝑎) 

 

 

 

𝐸𝑎𝑙ی با ـنیومـۀ آلومیـک میلـم، روی یـاز ه mm 250یقاً به فاصلۀ ـدو علامت دق (2 = 73 𝐺𝑃𝑎 ی ـهایـاومت نـو مق

𝜎𝑢 = 140 𝑀𝑃𝑎  12و به قطر mm 250.28اصلۀ بین این دو علامت، قرار دارند. اگر پس از اعمال نیرو، ف mm  ،باشد

 مطلوب است محاسبۀ:

 الف( تنش در میله؛

 ب( ضریب اطمینان.

 

در شکل زیر نشان داده شده است. اگر یک نیروی  mm 50تغییر فرم نسبی مربوط به یک نمونه به طول  -نمودار تنش (3

 ( آن را محاسبه کنید.Permanentبر این نمونه وارد شود، تغییر شکل دائمی ) P=150 kNمحوری کششی 
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 یک عضو، تحت بار محوری طولتغییر 
 (، 𝐴𝑥) سطح مقطع متغیر Lه طول یک میلۀ منشوری ب

  (، 𝐸𝑥)و مدول الاستیسیتۀ  ودر طول عض (𝑃𝑥بارگذاری )

 ر دو انتها، مطابق با شکل د 𝑃2و  𝑃1بارهای متمرکز  و نیز

خواهیم تغییر مکان هر نقطۀ می نظر بگیرید. درمقابل، 

از لبۀ سمت چپ آن  xدلخواه از این میله را به فاصلۀ 

 دست آوریم.به

 کنیم.( جدا میbمطابق شکل ) 𝑥در فاصلۀ  𝑑𝑥جزء کوچکی از آن را به طول 

 تنش و تغییر فرم نسبی در این المان برابر است با:

 

 

σک )رابطۀ هو این مقادیر را در = 𝐸𝜖دهیم:( قرار می  

 

 در نتیجه، تغییر طول المان انتخاب شده برابر خواهد بود با:

 آید:دست میگیری از طرفین این معادله تغییر طول کلی عضو، بهبا انتگرال

 

 

که جسم همگن باشد، مدول الاستیسیته در طول صورتی در

 عضو ثابت خواهد بود. همچنین اگر سطح مقطع در طول

در دو انتها وارد شود،  فقط عضو ثابت باشد و بار محوری

 شود:رابطه به شکل سادۀ زیر نوشته می

 

 

با مقطع زدن در هر ناحیۀ مجزا و محاسبۀ تغییر  چه عضو مورد نظر از چند قطعه با مقطع ثابت و همگن تشکیل شده باشد،چنان

  ییر طول کلی رسید.توان به تغطول آن قطعه و جمع زدن تغییر طول اجزاء، می

 

 

 



 

11 

 

 محمد  رهنورد                                                  دانشگاه آزاد مشهد                                              1مقاومت مصالح 

و نیز نقطۀ  Dتغییر مکان نقطۀ  مطابق شکل زیر تحت اثر بارگذاری قرار گرفته است. mm 50با قطر  فولادییک میلۀ  :2مثال

B  را نسبت بهC .محاسبه کنید ( 𝐸𝑠𝑡 = 200 𝐺𝑃𝑎) 

 

 

 

( و نمودار نیروی محوری در طول میله، در شکل b)در شکل  میله و نیروهای داخلی در مقاطع مختلف Aگاه واکنش تکیهحل: 

(cنشان داده شده است ): 

 

با استفاده از رابطۀ   آوریم:دست میبه Dتغییر طول کل میله را در نقطۀ 

 

 

 علامت منفی، نشان دهندۀ کاهش طول میله است.

 دهیم:و طول این قسمت را در رابطه قرار می BCفقط نیروی داخلی در فاصلۀ ، Cنسبت به  Bبرای محاسبۀ تغییر مکان نقطۀ 

 

 

 دست آورید.تغییر طول میلۀ مخروطی مطابق شکل مقابل را ناشی از وزن خودش به: 3مثال

                           𝛾 = 6 𝑘𝑁/𝑚3        ؛𝐸𝑠𝑡 = 200 𝐺𝑃𝑎 
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( bطعی مطابق شکل )نیروی محوری ناشی از وزن، در طول عضو، متغیر است. مقحل: 

ناشی از وزن قطعۀ جدا شده در  𝑊(𝑦)نیروی  از انتهای میله در نظر بگیرید. yبه فاصلۀ 

ها در قسمت جدا شده نسبت به کل تشابه مثلثمرکز ثقل آن نشان داده شده است. از 

 توان نوشت:می

 

 در نتیجه، حجم این قطعه از جسم، برابر است با:

 

𝑊دانیم: می = 𝛾𝑉 :بنابراین، با نوشتن رابطۀ تعادل، خواهیم داشت 

 

 است: yمساحت مقطع، تابعی از 

yبنابراین، افزایش طول مخروط، در محدودۀ  = yتا  0 = 3 m  :برابر است با 

 

 

 

 

 تمرین:

رو، از میلۀ رو بهاز سازۀ مطابق شکل  CDو  ABاجزاء  (9

با  BCصلب تشکیل شده است و قسمت میانی آن در فاصلۀ 

ای نشان داده شده در شکل ساخته شده مقطع لوله

 محاسبه کنید. Aرا نسبت به نقطۀ  Dجایی انتهای است.جابه

                                        (𝐸𝑎𝑙 = 70 𝐺𝑃𝑎) 

 

 افزایش طول عضو مطابق شکل را محاسبه کنید. (5
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اگر سطح  هداشته شده است.( توسط سه میله نگaتیر صلب مطابق شکل ) :4مثال

مساوی  CDو سطح مقطع میلۀ   𝑚𝑚2 50برابر با  EFو  ABهای مقطع میله

 ها را محاسبه کنید.باشد، نیروی وارد بر هر کدام از میله 𝑚𝑚2 30با 

 

معادلات  ( نشان داده شده است.bنمودار جسم آزاد تیر صلب در شکل ) حل:

 توان نوشت:شرح زیر میتعادل نیروها و لنگر را به

شود ل در معادلات تعادل ظاهر میشود، سه نیروی مجهومشاهده می طور کههمان

عادلات، علاوه بر این مبنابراین، . ، قابل محاسبه نیستاین دو معادله به تنهاییکه با 

ها سازگاری تغییر شکل تواند رابطۀبه یک معادلۀ دیگر نیاز داریم. این معادله می

 توان نوشت:( میcها در شکل )با استفاده از تشابه مثلث د.باش

 

 

 

 دهیم:را از رابطۀ مربوطه در معادلۀ فوق قرار می هاتغییر طول هرکدام از میله

 

 

 دست خواهد آمد:ها بهاز حل این سه معادله، سه مجهول نیروهای داخلی در میله
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 سازی تغییر طول میله با فنرشبیه

جای میلۀ مورد نظر، محاسبات استفاده از فنر معادل، بهاز مسائل، برخی در 

نر توانیم با یک فیک میله تحت تأثیر بار محوری را میکند. تر میرا ساده

𝑘با ضریب سختی  =
𝐴𝐸

𝐿
ها برای مربوط به آنجایگزین کنیم و از روابط   

 سهولت در حل مسائل استفاده کنیم.

𝑘𝑒 :توان از رابطۀزی را میسختی معادل فنرهای موا = ∑ 𝑘𝑖
𝑛
𝑖=1 

ری صورت سسختی معادل برای فنرهایی که بهمحاسبه کرد و برای تعیین 

 :اند رابطۀبه دنبال هم متصل شده
1

𝑘𝑒
= ∑

1

𝑘𝑖

𝑛
𝑖=1 کار برد.را به 

 

کل توان مطابق شها با راستای نیرو یکسان نباشد، میکه راستای میلهدر صورتی

سیستم فنرهای موازی معادل با سازۀ اصلی را جایگزین کرد، سپس  باید زیر، ابتدا

 کار برد.قوانین مربوط به فنرها را به

 

 

𝑘𝑒1 = 𝑘1𝑐𝑜𝑠
2𝜃   

 𝑘𝑒2 = 𝑘2𝑐𝑜𝑠
2  

 

 

د، شرط کننفقی را مطابق با شکل، نگهداری میبرای یک سیستم فنرهای موازی که میلۀ صلب ا: فنرهای موازی مرکز سختی

که میلۀ صلب بعد از اعمال نیرو نیز همچنان افقی باقی بماند، آن است که نیروی خارجی آن

 د:آیدست میبر مرکز سختی فنرها اثر کند؛ موقعیت مرکز سختی فنرها از رابطۀ زیر به

𝑋 =
∑ 𝑘𝑖𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1

∑ 𝑘𝑖
𝑛
𝑖=1
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ساخته  𝑚𝑚2 1200سازۀ مطابق شکل، از دو میلۀ فولادی با سطح مقطع  :5لمثا

به سمت پایین   𝑚𝑚 2به اندازۀ  Aچقدر باشد، تا نقطۀ  Pمقدار نیروی شده است. 

𝐸𝑠𝑡 ؟         حرکت کند = 200 𝐺𝑃𝑎 

 

نیم. ک صورت دو فنر موازی، مانند شکل زیر فرضتوانیم سازۀ مورد نظر را بهمی حل:

 سختی معادل هریک از این فنرها برابر است با:

𝑘𝑒1 = 𝑘𝑒2 = 𝑘 𝑐𝑜𝑠2𝜃                                                               

   𝑘 =
𝐴𝐸

𝐿
𝐿              ؛                      = √22 + 1.52 = 2.5 𝑚 

   𝑘 =
1200×200×103

2.5×103
= 96000𝑁 𝑚𝑚⁄                                         

𝜃 = tan−1 (
1.5

2
) = 36.87°                                                         

𝑘𝑒1 = 𝑘𝑒2 = 96000 𝑐𝑜𝑠2 36.87 = 61439.84 𝑁/𝑚𝑚        

 جایگزین کرد. سختی فنر معادل برابر است با: توان با یک فنر معادلاین دو فنر موازی را می

 𝑘𝑒 = 𝑘𝑒1 + 𝑘𝑒1 = 2 × 61439.84 = 122879.68 𝑁/𝑚𝑚 

 را در این فنر ایجاد کند، برابر است با: 𝑚𝑚 2 تواند تغییر مکان نیرویی که می

𝑃 = 𝑘𝑒 𝛿 = 122879.68 × 2 = 245759.36 𝑁 = 245.76 𝑘𝑁 

 

 تمرین:

که با اتصال مفصلی به هم  ۀ فولادیل، از سه میلسازۀ مطابق شکل مقاب (3

1ها اگر قطر هرکدام از میله اند، ساخته شده است.متصل شده
1

4
 𝑖𝑛  ،باشد

𝑃را تحت اثر نیروی  Bجایی افقی نقطۀ جابه = 60 𝑘𝑖𝑝 .محاسبه کنید 

 

 

رو، نسبت در تیر مطابق شکل رو به (1
𝑘𝐴

𝑘𝐵
که پس از اعمال را طوری تعیین کنید   

 بماند. ینیرو، تیر همچنان افقی باق
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 (Statically Indeterminate Problemsمسائل نامعین استاتیکی )
وع از این ن گاهی و نیروهای داخلی را فقط با نوشتن معادلات تعادل، تعیین کرد.های تکیهواکنش تواندر برخی از مسائل نمی

تفاده ها علاوه بر معادلات تعادل اسها باید از روابط سازگاری تغییر شکلنامند و برای تحلیل آنمی« نامعین استاتیکی»مسائل را 

ابر با صفر ها، برگاهدلیل گیرداری یا عدم امکان حرکت تکیهدر ادامه، مسائلی مطرح شده است که تغییر مکان کلی میله، به کرد.

 جا شده است. از بارگذاری جابه است، اما هر نقطه از آن عضو، نسبت به موقعیت پیش

باشد. در این ( میSuperposition Methodنهش )کارهای حل چنین مسائلی، استفاده از روش جمع آثار یا برهمیکی از راه

گیریم. تغییر جای آن، بار مجهولی را بر عضو در نظر میکنیم و بهگاهی مجهول را حذف میهای تکیهروش، یکی از واکنش

طور جداگانه در نظر گرفته، و با ترکیب این تغییر گاه را بهبار مجهول جایگزین تکیهای حاصل از بارهای داده شده و هشکل

 رسیم.ها به نتیجۀ لازم میشکل

 را تعیین کنید. Bو  Aگاهی در نقاط های تکیه، واکنشدر شکل مقابل :9مثال

گاهی مجهول در اری، دو واکنش تکیهشود، با توجه به بارگذطور که مشاهده میهمان حل:

تنهایی، قابل محاسبه نیست. که با نوشتن رابطۀ تعادل، به وجود Bو  Aامتداد قائم، در نقاط 

 گیریم.را به عنوان بار مجهول در نظر می 𝑅𝐵کنیم و اثر آن را حذف می Bگاه واکنش تکیه

از  های حاصلمجموع تغییر شکل چون باید تغییر شکل کلی میله صفر باشد، لازم است تا

  گاهی برابر با صفر باشد.بارهای داده شده در مسئله و بار مجهول تکیه

کنیم و تغییر شکل آن را ناشی از بارهای وارده میله را به چهار قسمت تقسیم می

  کنیم.محاسبه می

ه را به دو ، میل𝑅𝐵اکنون با در نظر گرفتن تغییرشکل ناشی از واکنش 

 ( خواهیم داشت:dبا توجه به شکل ) کنیم.می قسمت تقسیم

 دانیم که تغییر شکل کلی میله باید برابر با صفر باشد:می
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 ( داریم:2( و )1از نتایج )

  

 

 

آید. با دست می( نشان داده شده است، بهeنیز از نمودار آزاد میله که در شکل )  Aگاه واکنش تکیه

 ۀ تعادل نیروها در امتداد قائم، خواهیم داشت:نوشتن رابط

 

 

 ورد.دست آهای نسبی را در هر قسمت از میله بهها و تغییرفرمتوان تنشبه راحتی میها محاسبه شد، گاهحال که واکنش تکیه

 های مرکب در کشش و فشارمیله
 اند، تشکیل شدهکه پهلو یا داخل هم قرار گرفتههای مختلف های مرکب، قطعاتی هستند که از دو یا چند میله با جنسمیله

اند. اتصال این اعضاء به یکدیگر، طوری است که با هم ( از این جملهCompositesها )آرمه و کامپوزیتهای بتنستون است.

ای ایجاد هاما تنشها باهم برابر است تغییر طول این میلهجایی و حرکت نسبی ندارند. دهند و نسبت به هم جابهتغییر فرم می

اعضاء با هم، ها، به دلیل سختی مختلف، متفاوت است. در این نوع مسائل، با مساوی هم قرار دادن تغییر طول شده در آن

 آید.دست میها در هرکدام از اجزاء بهنیروهای داخلی و تنش

 می تشکیل(، از یک هستۀ برنجی با لایۀ خارجی آلومینیوaمقطع مرکب مطابق شکل ) :9مثال

بر یک صفحۀ صلب که روی آن قرار گرفته است، وارد  P=9 kipنیروی فشاری   شده است.

 شود. تنش عمودی متوسط را در هسته و لایۀ بیرونی آن محاسبه کنید.می

𝐸𝑏𝑟 = 15000 𝑘𝑠𝑖        ؛             𝐸𝐴𝑙 = 10000 𝑘𝑠𝑖  

 

چون دو  ( نشان داده شده است.bکب، در شکل )نمودار جسم آزاد برای این قطعۀ مر حل:

گاهی در برنج و آلومینیوم وجود دارد، این یک مسئلۀ های تکیهنیروی مجهول مربوط به واکنش

 نویسیم:معادلۀ تعادل نیروها در امتداد قائم را می است.استاتیکی نامعین 

 

 دو قسمت یکسان باشد؛ بنابراین:جایی هر شود تا جابهصفحۀ صلب واقع در لبۀ فوقانی، باعث می

 

 شود:رابطۀ تغییر طول، برای هرکدام از دو بخش، نوشته شده با هم برابر قرار داده می
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 گیریم:( نتیجه می2( و )1از روابط )

 

 های آلومینیومی و برنجی برابرند با:تنش فشاری متوسط نیز در قسمت

 

 

 

، تحت تری استتر، درنتیجه سختی بیشکه هستۀ برنجی که دارای مدول الاستیسیتۀ بیش شود( معلوم میcبا توجه به شکل )

 گیرد.تری قرار میاثر تنش بزرگ

 تمرین:

با روکش فولادی  BCمیلۀ آلومینیومی مطابق شکل، در طول  (1

پوشیده شده است. وقتی که هنوز هیچ نیرویی بر این میله وارد نشده 

گاه زیر آن، مساوی یهـطح تکـن انتهای میله و سـاست، فاصلۀ بی

0.5 mm یروی ـکه نگاهی را وقتییهـش تکـروی واکنـاست. نی

400 kN  در نقطۀB شود، محاسبه کنید.وارد می 

 

 

تیر صلب مطابق شکل زیر، توسط دو پایۀ چوبی و یک فنر  (4

 𝑚𝑚2 600 ها نگهداشته شده است. سطح مقطع هریک از این پایه

𝑘و سختی فنر نیز برابر است با  = 2 𝑀𝑁/𝑚 ،طول اولیۀ این فنر .

بوده است. مطلوب است محاسبۀ  m 1.02بارگذاری، برابر با پیش از 

 پس از اعمال بار گستردۀ یکنواخت. Bو  Aجایی نقاط جابه
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 (Thermal Stress and Srtain) تنش و تغییر فرم نسبی حرارتی
در نظر  (،a، مطابق شکل )را روی یک سطح صاف افقی و بدون اصطکاک Lع عرضی یکنواخت و به طول با مقط Aمیلۀ همگن 

δافزایش یابد، طول آن به اندازۀ  Tبگیرید. اگر دمای میله به اندازۀ 
𝑇

 طوری که:شود؛ بهافزوده می 

 

 

 است و بر حسب « ضریب انبساط حرارتی»ای از ماده، به نام مشخصه
1

℃
ا  ی  

1

℉
δتغییر شکل  شود.بیان می  

𝑇
با تغییر فرم  

𝜖𝑇=𝛿𝑇نسبی  𝐿⁄ .توان نوشت:بنابراین، با توجه به رابطۀ فوق، می  متناسب است 

 

𝜖𝑇  یردگوجود ندارد و ازدیاد طول میله آزادانه انجام میدر این حالت، هیچ تنشی  شود.نامیده می «فرم نسبی حرارتی»، تغییر. 

افزایش دهیم،  Tاز هم، قرار دارد. اگر دمای میله را به اندازۀ  Lگاه ثابت، به فاصلۀ کنیم که میله بین دو تکیهاکنون فرض می

δشوند؛ بنابراین، گاهی مانع از افزایش طول آن میقیدهای تکیه
𝑇
= دارای مقطع عرضی یکنواخت که میله خواهد بود. از آنجا  0

𝜖𝑇=𝛿𝑇فرم نسبی در هر نقطه، برابر است با: است، تغییر  𝐿⁄  افزایش  امکاناز افزایش دما، میله که که مساوی با صفر است. پس

 شود:می 𝑃الجهت مختلفگاهی مساوی و های تکیهکند و موجب ایجاد واکنشوارد می هاگاه، نیروهایی به تکیهنداردطول 

در این حالت، با یک مسئلۀ نامعین  Tیر دمای رای تعیین تنش ناشی از تغیب

به شود. گاهی محاسهای تکیهرو هستیم. بنابراین، ابتدا باید واکنشاستاتیکی رو به

را  Bگاه طور که پیش از این نیز در حل این قبیل مسائل گفته شد، تکیههمان

افزایش یم. گیرجای آن در نظر می، را بهPگاه کنیم و نیروی واکنش تکیهحذف می

طول ناشی از افزایش دما، باید با کاهش طول حاصل از نیروی وارد بر آن خنثی 

 توان نوشت:شود. با استفاده از اصل جمع آثار، می

 

 

                     

 آید:دست میبهگاه نیروی واکنش تکیه با ساده کردن رابطۀ فوق، 

 

 برابر است با: Tتنش حاصل از افزایش دمای در نتیجه، 
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بر روی سه پایۀ فولادی و  (aتیر صلب نشان داده شده در شکل ) :8مثال

دمای محیط نیز  است. متصل شده ،mm 250، به طول اولیۀ آلومینیومی

𝑇1 = 𝑇2است. اگر دما به  ℃20 = افزایش یابد و بار گستردۀ  ℃80

150 𝑘𝑁 𝑚⁄  ها را شده در هریک از پایهبر تیر وارد شود، نیروهای ایجاد

𝛼𝑠𝑡 محاسبه کنید. = 𝛼𝐴𝑙؛   ℃/(10−6)12 = 23(10−6)/℃ 

 

کنیم و رابطۀ تعادل نیروها را ابتدا نمودار آزاد جسم را ترسیم میحل: 

 نویسیم:می

 

تحت اثر بار وارده، تقارن هندسی و مصالح، نقطۀ فوقانی هر سه پایه، به یک اندازه 

 : ها برقرار استرابطۀ سازگاری تغییر شکل شوند. بنابراینجا میجابه

ها، با توجه به کاهش طول ناشی از نیروی فشاری تغییر طول هریک از پایه

 رو، عبارت است از:وارده و ازدیاد طول حاصل از افزایش دما، مطابق شکل روبه

 

 (، خواهیم داشت:2با قرار دادن این مقادیر در رابطۀ )

 

 از رابطۀ  Nتغییر طول حاصل از نیروی   و تغییر طول ناشی از تغییر دما از رابطۀ 

 توان نوشت:آید. بنابراین میبه دست می

 

 

 

 

 شود:( نتیجه می3( و )1از حل معادلات )

 

های عنی میلهی( فرض شده است. bت که در شکل )به این معنی است که جهت آن مخالف جهتی اس 𝐹𝑠𝑡علامت منفی برای 

 فولادی تحت کشش و میلۀ آلومینیومی تحت فشار قرار دارد.
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 تمرین

 in 1.25ای به قطر مقطع دایره دو میلۀ آلومینیومی و مسی با (11

𝑇1از هم، در دمای  in 0.1به فاصلۀ  = مطابق شکل به  ℉60

دمای محیط به  کهدر صورتیاند. متصل شده های صلبگاهتکیه

𝑇2 = تنش عمودی متوسط در هر یک از  یابد،افزایش   ℉400

 ها و نیز، طول میلۀ آلومینیومی را محاسبه کنید.میله

    𝛼𝑎𝑙 = 𝛼𝑐𝑢  ؛   ℉/(10−6)13 = 𝐸𝑎𝑙  ؛     ℉/(10−6)9.4 = 10(103)𝑘𝑠𝑖    ؛     𝐸𝑐𝑢 = 15(103)𝑘𝑠𝑖 

(𝜎𝑦)𝑎𝑙 = 40 𝑘𝑠𝑖           ؛         (𝜎𝑦)𝑐𝑢 = 50 𝑘𝑠𝑖 

 از فولاد و میلۀ AB و  ACهای در سازۀ مطابق شکل، مفتول (11
AD  ها پیش از اعمال بار، در از مس ساخته شده است. طول میله

افزایش  ℉80اندازۀ شکل مشخص شده است. اگر دمای محیط به

محاسبه کنید.  lb 150 یابد، نیروی داخلی اعضاء را برای تحمل بار 

 . 𝑖𝑛2 0.0123برابر است با:  هاسطح مقطع میله

    𝛼𝑠𝑡 = 𝛼𝑐𝑢  ؛  ℉/(10−6)8 = 9.4(10−6)/℉      

  𝐸𝑠𝑡 = 29(103)𝑘𝑠𝑖    ؛       𝐸𝑐𝑢 = 15(103)𝑘𝑠𝑖 
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 (Poisson’s Ratioنسبت پواسون )
، همواره با انقباض جانبی عمود ثر نیروی محوری کششیتحت ا افزایش طول یک عضو

ال دنب، انبساط جانبی را بهتحت بار فشاری بر امتداد نیرو همراه است و کاهش طول آن

سون نسبت پوا نسبت تغییر فرم نسبی جانبی به تغییر فرم محوری یک عضو، دارد.

گذاری به افتخار ام. این نشود)نو( نشان داده می نامیده شده و با حرف یونانی 

Siméon Denis Poisson (1781-1840) دان فرانسوی، انجام شده استریاضی. 

 

 

 

 

 

نشان دهیم،  𝜖latو تغییر فرم نسبی جانبی را با  𝜖longرا با  اگر تغییر فرم نسبی طولی

 صورت زیر تعریف کرد:توان بهنسبت پواسون را می

 

 

 ماا این دلیل است که همواره علامت تغییر فرم نسبی جانبی و محوری مخالف یکدیگر است.ه علامت منفی در رابطۀ فوق، ب

پنبه مقدار آن برابر با صفر و مواد شود. برای چوبکه مقداری است بین صفر و نیم، در نظر گرفته می ،همیشه قدر مطلق آن

دست آمده به 0.355تا  0.25برای مصالح ساختمانی، بین  اما مقدار معمول آن است. 0.5 برابر با ناپذیری مثل لاستیک،تراکم

 است.

تحت ، روروبه طابق شکلم m 1.5فولادی به طول  میلۀ :7مثال

قرار گرفته است. تغییر طول میله و  P=80 kNاثر بار محوری 

تغییر ابعاد مقطع آن را محاسبه کنید. رفتار میله را در محدودۀ 

 ارتجاعی خطی فرض کنید.

 

 

 تنش عمودی در میله برابر است با: :حل

 

 نیز برابر است با: zتغییر فرم نسبی در امتداد 
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 عبارت است از:تغییر طول میله بنابراین 

 

 برابر است با: yو  xتغییر فرم نسبی جانبی میله در دو امتداد 

 

 شود:تغییر ابعاد مقطع نیز محاسبه میبدین ترتیب، 

 

 

 (The Shear Stress-Strain Diagramرم نسبی برشی )تغییر ف -نمودار تنش 
(، تغییر فرم bو شکل ) را تحت اثر برش خالص همگن و ایزوتروپ ( یک المان کوچکaشکل )

 تغییر فرم نسبی برشی-نمودار تنش دهد.نشان می های حاصل از آننسبی برشی تحت اثر تنش

تواند رم نسبی عمودی برای این نوع مصالح میتغییر ف-پذیر، مشابه نمودار تنشبرای مصالح انعطاف

 شکل زیر ترسیم شود:به

 

 

 

 

 

 

 

رفتار مصالح در محدودۀ ارتجاعی خطی قرار دارد و پس از  ،𝜏𝑝𝑙از لحظۀ شروع بارگذاری تا رسیدن به تنش برشی حد تناسب 

 𝜏𝑓 با ایت هم در لحظۀ گسیختگی تنش برشی برابرشود و درنهوارد ناحیۀ خمیری می 𝜏𝑢ی نهایی آن تا رسیدن به تنش برش

 صورت زیر نوشت:توان بهخواهد بود. در محدودۀ ارتجاعی خطی رابطۀ هوک را می

 

 تغییر فرم نسبی برشی. واحد آن -شود و برابر است با شیب نمودار تنشل الاستیسیتۀ برشی نامیده میمدو Gدر این رابطه، 

(، با رابطۀ زیر به هم مربوط و  E ،Gسه مشخصۀ ثابت مصالح ) شود.بیان می psiیا  Mpaحسب  نیز همانند تنش برشی،بر

 شوند:می
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𝑑0قطر  به ونۀ آلومینیومیـیک نم: 11مثال = 25 𝑚𝑚 ( در شکلa)  در یک ، استنشان داده شده

𝐿0 آن یریـگول اندازهـط آزمایش کشش، = 250 𝑚𝑚 165، تحت اثر نیروی محوری kN به اندازۀ ،

1.2 mm را محاسبه کنید. آنتغییر قطر  این نمونه ومدول الاستیسیتۀ  .افزایش یافته است    

𝐺𝑎𝑙 = 26 𝐺𝑃𝑎           𝜎𝑦 = 440 𝑀𝑃𝑎 

 حل: 

 

 

 

𝜎𝑦چون تنش در میله هنوز به حد تسلیم ) = 440 𝑀𝑃𝑎 ،رفتار نمونه در محدودۀ ( نرسیده است

 قرار دارد؛ بنابراین رابطۀ هوک برقرار است و مدول الاستیسیتۀ آن برابر است با:ارتجاعی 

 

 

 دست آوریم:برای محاسبۀ تغییر قطر نمونه، نخست لازم است نسبت پواسون را به

 

 

 

 

 

 

ه ب تغییرفرم نسبی یک نمونۀ آلومینیومی-بخش ارتجاعی از نمودار تنش مرین:ت

 در شکل مقابل نشان داده شده است. mm 12.7 و قطر mm 50.8طول اندازۀ 

بر این نمونه وارد شود، طول اندازه و قطر نمونه  P=60 kNاگر نیروی کششی 

  دست آورید.را به = 0.35 
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 (Generalized Hook’s Law) قانون عمومی هوک
𝜎با رابطۀ  پیش از این، قانون هوک برای اعضای تحت اثر نیروی محوری تنها، = 𝐸𝜖 یان شد. در حالت کلی، برای اجسام ب

 شود:گیرند، قانون عمومی هوک، با روابط زیر بیان میمحوره قرار میهمگن و ایزوتروپی که تحت اثر تنش سه

 

 

 

 

 . مقادیرها کوچک باشند، صحت دارندها از حد تناسب فراتر نرفته باشند و تغییر شکلنتایج حاصل از این روابط، تا وقتی که تنش

دهند. جهت مثبت تغییر زاویه نیز مثبت، ازدیاد طول یا انبساط در هر امتداد و مقادیر منفی، کاهش طول یا انقباض را نشان می

که علاوه بر تنش، تغییر درجه حرارت نیز وجود داشته باشد، به تغییر در صورتی شود.گونه که قبلاً بیان شد، تعیین میهمان

 شود.نیز افزوده می α∆𝑇های نسبی فوق، مقدار فرم

 ( Dilatation and Bulk Modulusاتساع و ضریب انباشتگی )
های قائم وارد بر جزء حجم ه بررسی تغییر حجم ناشی از اعمال تنشدر این بخش، ب

( را aجزء کوچک نشان داده شده در شکل ) پردازیم.یک مادۀ همگن و ایزوتروپ می

، این جزء، به شکل یک مکعب با ابعاد واحد فرض در نظر بگیرید. پیش از اعمال تنش

(، حجم این مکعب bهای عمودی نشان داده شده در شکل )شده است. تحت اثر تنش

 یابد:افزایش می

 

نظر کنیم، نتیجه های مرتبۀ دوم و سوم صرفنهایت کوچکضرب بیاگر از حاصل

 صورت زیر نوشته شود:تواند بهمی

 

 نشان دهیم، خواهیم داشت: eرا با  اگر تغییر حجم المان

 

 های نسبی در رابطۀ فوق،جای تغییر فرمحال اگر به گویند.دهد و به آن اتساع ماده میاین کمیت، تغییر حجم واحد را نشان می

 توان نتیجه گرفت:ها را بر حسب تنش قرار دهیم، میاز قانون عمومی هوک، مقادیر آن
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است؛ بنابراین  p–های تنش برابر با قرار دارد، هریک از مؤلفه pحت فشار یکنواخت هیدرواستاتیکی در حالت خاصی که جسم ت

 صورت زیر نوشت:توان بهرابطۀ فوق را می

 

 با تعریف مقدار ثابت:

 

 شود:صورت زیر خلاصه میرابطه به

 

 شوند. بیان می psiیا  paل الاستیسیته، بر حسب گویند و همانند مدورا ضریب انباشتگی یا مدول بالک ماده می kضریب ثابت 

همواره یک کمیت مثبت است؛  kعلامت منفی در رابطۀ فوق، به دلیل کاهش حجم تحت فشار هیدرواستاتیکی است. ثابت 

1بنابراین مخرج کسر نیز باید مثبت باشد؛ یعنی:  − 20  :یا
1

2
 ، مقداری مثبت است،دانیم نسبت پواسون اما می. 

 درنتیجه:

0 <  <
1

2
 

که با انقباض جانبی همراه باشد؛ از در یک راستا کشیده شود، بدون آن تواندآن مساوی صفر است، می آلی که مقدار مادۀ ایده

=آل با طرف دیگر، مادۀ ایده
1

2
 . تراکم ناپذیر است کاملاً 

 ایحالت تنش صفحه
مساوی  𝑦𝑧و  𝜎𝑧 ،𝑥𝑧های مؤلفه ای مطابق شکل،در المان صفحه

دهد که اولاً  ضخامت در جهت این حالت، زمانی رخ میبا صفر است. 

z اتموازبه هادر مقایسه با دو بعد دیگر، کم باشد؛ ثانیاً بارگذاری 

هیچ باری وجود نداشته باشد؛ ثالثاً  zباشند و در راستای  xyصفحۀ 

باید در راستای ضخامت دارد، وجود  zاگر توزیع تنشی در امتداد 

اجسام با سطح آزاد،  بوده و در این راستا، دارای توزیع ثابت باشد.

 ای قرار دارند.همواره تحت تنش صفحه

الزاماً صفر نیست و  ϵ𝑧لازم به ذکر است که در این حالت، مؤلفۀ 

صورت زیر نوشته تغییر فرم نسبی )قانون هوک( به-روابط تنش

 شود:می

𝜖𝑥 =
1

𝐸
(𝜎𝑥 − 𝜈𝜎𝑦) 

𝜖𝑦 =
1

𝐸
(𝜎𝑦 − 𝜈𝜎𝑥) 

𝜖𝑧 = −


𝐸
(𝜎𝑥 + 𝜎𝑦)                 

 𝛾𝑥𝑧 = 𝛾𝑦𝑧 = 𝛾𝑥𝑦        ؛           0 =
𝜏𝑥𝑦

𝐺
      



 

13 

 

 محمد  رهنورد                                                  دانشگاه آزاد مشهد                                              1مقاومت مصالح 

 ایحالت تغییر فرم نسبی صفحه

 ار ، با سطح مقطع یکنواختیک عضو منشوری طویل

، قرار دارد yو  xدر امتداد  جانبی که تحت بارگذاری

تغییر فرم نسبی در های مؤلفه اگر در نظر بگیرید.

برابر صفر باشد، حالت تغییر فرم نسبی  z راستای

اجسام منشوری ای بر مسئله حاکم خواهد شد. صفحه

ها نهایت، که شرایط بارگذاری در طول آنبا طول بی

این  تغییر فرم نسبی در-روابط تنش گیرند.ای قرار میتداد طولی عضو، در حالت تغییر فرم نسبی صفحهدر امکند، تغیییر نمی

 شود:صورت زیر نوشته میبهحالت، 

𝜖𝑥 =
1 + 

𝐸
[(1 − )𝜎𝑥 − 𝜈𝜎𝑦] 

𝜖𝑦 =
1 + 

𝐸
[(1 − )𝜎𝑦 − 𝜈𝜎𝑥] 

𝜖𝑧 = 0                 
 𝛾𝑥𝑧 = 𝛾𝑦𝑧 = 𝛾𝑥𝑦        ؛           0 =

𝜏𝑥𝑦

𝐺
      

 

 ت:نشان داده شده اسای، ای و تغییر فرم نسبی صفحههای نسبی در المان تحت تنش صفحهها و تغییر فرمدر جدول زیر، تنش
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قرار گیرد،  p=20psiاگر بلوک نشان داده شده، تحت فشار یکنواخت  :11مثال

 به را تعیین کنید.اتساع و تغییر طول هر ل

=0.45                        ؛        E=600 psi    

 

 :توان نوشتدر حالتی که جسم تحت فشار هیدرواستاتیکی قرار دارد، می حل:

 

𝑒 = −
3(1 − 2(0.45))

600
(20) = −0.01 

 شود:تغییر فرم نسبی هر لبه، با توجه به قانون هوک محاسبه می

 

 

 هر لبه عبارت است از:بنابراین، تغییر طول 

 

 دهند.های منفی، کاهش ابعاد بلوک را نشان میعلامت

های تحت اثر تنش mm 100صفحۀ مربع شکل به ابعاد  :12مثال

𝜎𝑥 = 20 𝑁/𝑚𝑚2  و𝜎𝑦 = −10 𝑁/𝑚𝑚2  شکل  مطابق

تغییر قطر این صفحه را پس از اعمال  رو قرار گرفته است.روبه

 ده تعیین کنید. های وارتنش

=0.3                        ؛        𝐸𝑠𝑡=200 GPa    

 

 

 عبارتند از: yو  xتغییر فرم نسبی در دو امتداد حل: 

𝜖𝑥 =
1

𝐸
(𝜎𝑥 − 𝜎𝑦) =

1

200 × 103
(20 − 0.3(−10)) = 0.000115 

𝜖𝑦 =
1

𝐸
(𝜎𝑦 − 𝜎𝑥) =

1

200 × 103
(−10 − 0.3(20)) = −0.00008 
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 تغییر طول اضلاع صفحه نیز برابر است با:

∆𝑥 = 100𝜖𝑥 = 100 × 0.000115 = 0.0115 mm 

∆𝑦 = 100𝜖𝑦 = 100 × −0.00008 = −0.008 mm 

 بنابراین، قطر صفحه پس از تغییر طول اضلاع برابر خواهد بود با:

𝐷 = √(100 + 0.0115)2 + (100 − 0.008)2 = 141.424 𝑚𝑚 

 ر قطر صفحه برابر است با: در نتیجه تغیی

𝐷 − 𝐷 = 141.4238 − √2 × 1002 = 0.00247 𝑚𝑚 

 

تحت بارگذاری  مطابق شکل، میلۀ مسی: 13مثال

صورت نشان داده های خود بهیکنواخت در راستای لبه

شده در شکل، قرار دارد. اگر این میله پیش از بارگذاری، 

و  b=50 mm، پهنای a=300 mmدارای طول 

باشد، ابعاد آن را پس از اعمال بار،  t=20 mm ضخامت

 تعیین کنید. 

=0.34                        ؛        𝐸𝑐𝑢=120 GPa  

 ای قرار دارد. مطابق بارگذاری نشان داده شده داریم:شود که میله در وضعیت تنش صفحه، مشخص میبا بررسی ظاهری حل:

 

 توان نوشت:ای، میتنش صفحه با استفاده از قانون هوک در حالت

 

 بنابراین، ابعاد جدید میله برابرند با:
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حفرۀ صلب بدون اصطکاک از آلومینیوم مایع پر شده  :14مثال

از بالای حفره  in 0.012است.پس از خنک شدن، سطح آن به اندازۀ 

 ℉200گیرد. اگر قسمت بالای حفره پوشانده شود و دما به فاصله می

را در آلومینیوم  𝜖𝑧و   𝜖𝑥،𝜖𝑦های تغییر فرم نسبی یابد، مؤلفهافزایش 

 تعیین کنید.

    𝛼𝑎𝑙 = 𝐸𝑎𝑙    ؛   ℉/(10−6)13.1 = 10(103)𝑘𝑠𝑖 

 

 رتغییر فرم آلومینیوم فقط د ای که آلومینیوم داخل آن قرار گرفته است، صلب و بدون تغییر شکل است،چون محفظه حل:

 پذیر است؛ بنابراین:امکان zامتداد 

 𝜖𝑥 = 𝜖𝑦 = 𝜖𝑧   و  0 =
0.012

6
= 0.002 

 های حرارتی در روابط هوک، خواهیم داشت:با قرار دادن این مقادیر با منظور نمودن تنش

 

 [ خواهیم داشت:3[ و ]2[، ]1با حل معادلات ]
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 تمرین:

رود، تحت بارگذاری می کارهای بادشو بهبافتی که در سازه (12

𝜎𝑥های قائم دومحوره، مطابق شکل، قرار دارد و تنش = 120 𝑀𝑃𝑎 

𝜎𝑧و   = 160 𝑀𝑃𝑎  در آن ایجاد شده است؛ اگرE=87 GPa   و

=0.34  باشد، تغییر طول اضلاعAB ،BC  و قطرAC  را محاسبه

 کنید.

 

 و ضخامت   m 2تحت فشار، دارای قطر داخلی  فولادی یک مخزن کروی (13

10 mm 20طول سنجی بهاست و تغییرفرم mm  .به آن متصل شده است

 mm 0.012 گیرد، طول آن به اندازۀ که مخزن تحت فشار قرار میهنگامی

ی شود و حداکثر تنش برشیابد. فشاری که باعث این تغییر شکل میافزایش می

 اسبه کنید. روی سطح خارجی مخزن محای مطلق را در نقطه و ایصفحه

=0.3                        ؛        𝐸𝑠𝑡=200 GPa    

 

 

، تحت in × 4 in 2یک صفحۀ مستطیلی نازک به ابعاد   (19

مطابق شکل مـقابل قرار گرفـته و ابعـاد آن بـه ذاری ـبارگ

𝐿𝑥
∗ = 4.00176 in  و𝐿𝑦

∗ = 2.00344 in  تغییر یافته

ن برای این صفحه چقدر است؟ ثانیاً: . اولاً: نسبت پواسواست

 را به دست آورید. 𝜎𝑦مقدار تنش 

E = 10(103)𝑘𝑠𝑖 

 

 است(؛ MPa 50برند )فشار در این نقطه را تا عمق پنج کیلومتری دریا پایین می mm 150کرۀ فولادی توپری به قطر  (15

 مطلوب است محاسبۀ:

 ج( درصد افزایش چگالی کره.    الف( کاهش قطر کره؛        ب( کاهش حجم کره؛  
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گیرد و طویل، نظیر یک محور یا لوله، مورد بررسی قرار میدر این فصل، اثرات اعمال بارگذاری پیچشی روی یک عضو مستقیم 

 ود.شها داخل عضو و زاویۀ پیچش آن در ناحیۀ ارتجاعی خطی تعیین میتوزیع تنش

 (Shaft)محور  ایپیچش میله با مقطع دایره
ای را که تحت اثر یک کوپل پیچشی قرار گرفته ای با مقطع دایرهمیله

نامیده « پیچش خالص»این حالت بارگذاری  است، در نظر بگیرید.

توان نشان داد که مقاطع عرضی میله، شود. با توجه به تقارن، میمی

ه کطوریکنند؛ بهطولی میله دوران میمانند اجسام صلبی حول محور 

مانند. ای باقی میصورت دایره، مستقیم و مقاطع عرضی بههاشعاع

همچنین، اگر زاویۀ پیچش کل میله کوچک باشد، طول میله و شعاع آن تغییر نخواهد کرد. لازم به ذکر است که در این فصل، 

طور تجربی و نیز نتایج حاصل از مطالعات دقیق شود. بهفرض میتغییر فرم نسبی خطی -ها کوچک، و رابطۀ تنشتغییرشکل

 دهد که:نشان می

 ماند؛محور میله مستقیم باقی می -1

 مانند؛میصورت مدوّر باقی مقاطع میله به -2

 کند؛طول میله تغییر نمی -3

 کند؛ قطر میله تغییر نمی -9

 مانند؛ر محور میله، مسطح باقی میمقاطع اولیۀ عمود ب -5

 ماند.صورت قطر یا شعاع باقی میشعاع، بههر قطر یا  -3

 

نتهای ا در هنگام پیچش، یک انتهای میله نسبت به انتهای دیگر آن، دورانی حول محور طولی میله خواهد داشت. برای مثال، اگر

اهد کرد؛ دوران خوشود، نامیده می« زاویۀ پیچش»که  اندازۀ سمت راست میله را ثابت فرض کنیم، انتهای سمت چپ آن، به

از یکدیگر،  dxدرنتیجه، عنصر مستطیلی کوچک روی سطوح جانبی میله، واقع در بین دو مقطع عرضی به فاصلۀ بسیار کوچک 

لاعشان که طول اضآید. به عبارت دیگر، زوایای بین اضلاع عنصر سطحی، بدون آنمیالاضلاع درصورت متوازیتغییر شکل داده، به

 xزاویۀ پیچش به موقعیت چه در شکل زیر نمایش داده شده است،  بر اساس آن تغییر خواهند کرد. تغییر یابد، در اثر پیچش

 کند.صورت خطی تغییر میبستگی دارد و در طول محور، به
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ء بر روی جز برای تعیین تغییر فرم نسبی حاصل از این دوران،

از خط مرکز  از میله، جزء کوچک شعاعی به فاصلۀ  xکوچک 

کنیم. در اثر دوران ایجاد شده حاصل از پیچش، ر جدا میمحو

از ابتدای میله قرار گرفته است، به اندازۀ  xوجهی که در فاصلۀ 

φ(𝑥)  فاصلۀ وجهی که به وx  از آن قرار دارد، به اندازۀ

φ(x) +  ها موجب خواهد چرخید. اختلاف این چرخش

گردد. ه میدر جزء انتخاب شد ایجاد تغییر فرم نسبی برشی 

در شکل مقابل، پیش از دوران،  ACو  ABهای زاویۀ بین لبه
π

2
 

θبوده است که پس از دوران به:  =
π

2
−  تغییر یافته است. 

واقع شده است،  ای به شعاع که بر روی دایره BDطول قوس 

 با توجه به شکل، برابر است با: 

 (1                            )BD= 

 چنین تعریف کرد:توان می نیز را اویۀ ز 

(2)                                      =
BD

x
 

( قرار دهیم 2( در معادلۀ )1را از رابطۀ ) BDبنابراین، اگر مقدار 

توان نتیجه ، میdو  xdx  و با در نظر گرفتن:

 گرفت:

γ = ρ
d

dx
 

قاط روی مقطع برش زده شده برای تمام اجزای واقع در ن dو  dxچون 

روی سطح مقطع ثابت است و از معادلۀ  d/dxبنابراین،  یکسانند، xدر 

رای بمقدار تغییر فرم نسبی برشی »گیری کرد که توان چنین نتیجهفوق می

به عبارت « کند.از مرکز میله تغییر می هر جزء، فقط با فاصلۀ شعاعی 

صورت خطی در طول شعاع، ع، بهبرشی داخل مقط نسبی فرم دیگر، تغییر

 کند.در سطح خارجی آن تغییر می  𝛾𝑚𝑎𝑥ز صفر در مرکز میله تا حداکثرا

 یعنی تغییر فرم نسبی برشی در هر نقطه از شعاع مقطع میله برابر است با:

γ = (
𝜌

𝑐
) 𝛾𝑚𝑎𝑥  

له می و با توجه به خطی بودن تغییرات زاویۀ دوران در طول میله، دوران کل

 برابر خواهد بود با:

γ
𝑚𝑎𝑥

= 𝑐
𝜑

𝐿
γ         و      = 𝜌

𝜑

𝐿
 

، متناسب است نظیر آن با تغییر فرم نسبی برشی در محدودۀ ارتجاعی خطی که تنش 

توزیع تنش مطابق شکل مقابل خواهد بود. مقدار تنش در هر نقطه روی شعاع میله برابر 

  :است با

τ = 𝐺𝛾 = 𝐺𝜌
𝜑

𝐿
𝜏            و             = (

𝜌

𝑐
) 𝜏𝑚𝑎𝑥 
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 تنش برشیرابطۀ بین لنگر پیچشی با 
بر میلۀ مطابق شکل، برای  Tدر هنگام اعمال لنگر پیچشی خارجی 

وزیع وسیلۀ تگشتاور پیچشی ایجاد شده بهحفظ تعادل مقطع، باید 

معادل با لنگر پیچشی وارده باشد. تنش برشی روی کل سطح مقطع، 

از مرکز میله، تحت اثر نیروی  به فاصلۀ  dAر جزء سطح ه

dF=dA  قرار دارد و گشتاور حاصل از آن حول مرکز، برابر است

توان . بنابراین، برای کل سطح مقطع میله میdT=(dA)با 

 نوشت:

 

𝜏𝑚𝑎𝑥و چون  𝑐⁄ تواند از انتگرال خارج شود؛ مقدار ثابتی دارد، می

 در نتیجه:

 

 سطح مقطع میله، حول محور طولی آن« اینرسی قطبی ممان»گرال فوق، تنها به هندسۀ محور بستگی دارد و بیان کنندۀ انت

 تر به صورت زیر نوشت:صورت خلاصهتوان مرتب نموده بهبنابراین، معادلۀ فوق را می شود.نشان داده می Jاست که با 

 

 برابر خواهد بود با: از مرکز میله نیز تنش در هر نقطه به فاصلۀ 

 

 

 آید:دست میای ممان اینرسی قطبی از رابطۀ زیر بهبرای یک میلۀ توپُر با مقطع دایره

 

 شود:ای(، مقدار آن از رابطۀ زیر محاسبه میو برای یک میلۀ توخالی )محور لوله

 

 

 تواند جایگزین شود:برای یک لولۀ جدار نازک، رابطۀ زیر می

J = 2πc3t 

 ضخامت جدار لوله است. tشعاع متوسط و  cرابطۀ فوق، در 
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ها برابر با که تنش مجاز برشی آنورتیـجنس نشان داده شده است. در صدر شکل زیر، یک محور صلب و یک لوله هم :1مثال

75 MPa ی را شهمچنین، تنش بر تواند بر سطح مقطح هرکدام وارد شود، چقدر است؟ترین لنگر پیچشی که میباشد، بیش

 از لوله، محاسبه کنید. Cو  Bاز میله و نقاط  Aدر نقطۀ 

 

 

 ای برابرند با:ممان اینرسی قطبی مقاطع توپر و لوله حل:

 

 لنگر پیچشی ماکزیمم مجاز برای هر یک از مقاطع، عبارت است از:

 

 (، برابر است با:Cتنش برشی در جدارۀ داخلی لوله )نقطۀ 

 

شود که در شکل فوق نشان داده شده است. ضمناً باید توجه های برشی ماکزیمم ایجاد میهمان تنش، Bو  Aدر وجوه خارجی 

 های نشان داده شده باید برابر با صفر باشد.داشت که تنش در سطح آزاد هر یک از المان
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 mm 80رو، دارای قطر داخلی لولۀ نشان داده شده در شکل روبه: 2مثال

، انتهای Bت. اگر با استفاده از آچارِ لوله در اس mm 100و قطر خارجی 

وجود آمده در محکم بسته شده باشد، تنش برشی به Aگاه لوله به تکیه

های داخلی و خارجیِ بخش میانی لوله را، هنگامی که نیروی ماده در دیواره

80 N شود، محاسبه کنید.بر آچار وارد می 

در طول محور  Cت میانی در موقعی داخلی: یپیچشلنگر محاسبۀ حل: 

ان ـ( نشbزنیم. بر اساس نمودار جسم آزاد که در شکل )مقطعی می لوله،

داده شده است، تنها مجهول، لنگر پیچشی داخلی است که با نوشتن رابطۀ 

 آید:تعادل به دست می

 محاسبۀ ممان اینرسی قطبی مقطع: 

 

  برای هر نقطۀ واقع بر سطح خارجیِ لوله، تنش برشی:

 

 بنابراین:

 نقطۀ واقع بر سطح داخلیِ لوله،  و برای هر 
 درنتیجه:

 

 ( نشان داده شده است.cدست آمده در شکل )بهنتایج 

جهت با جهت لنگر پیچشی وارد بر ها هماین تنشدقت کنید؛  Eو  Dنقاط  ها روی وجوه سایه زده شدۀجهت تنشبه  تذکر:

 دلیل تماس با سطح آزاد، فاقد تنش هستند.به Eو وجه داخلی در  Dیی در کنند. همچنین، وجه بالالوله عمل می

 تمرین

توپر  Cتا  Bتوخالی و از  Bتا  Aمحور نشان داده شده در شکل مقابل، از  (1

است.حداکثر تنش برشی ایجاد شده در هر قسمت از این محور را تعیین کنید. 

 mm 10 ایمت لولهو ضخامت جدارۀ قس mm 80قطر خارجی محور برابر با 

 است.
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 رابطۀ زاویۀ پیچش با لنگر پیچشی
میزان دوران آن نیز محدود شود. علاوه بر آن،  علاوه بر محدودیت تنش برشی، لازم است تا ،تحت پیچش در طراحی یک محور

رای دلات تعادل، بنامعین استاتیکی، محاسبۀ زاویۀ پیچش برای نوشتن روابط سازگاری در کنار معا در هنگام تحلیل محورهای

محور نسبت به  برای هر دو نقطۀ دلخواه از گاهی، ضروری است. بنابراین، تعیین زاویۀ پیچش های مجهول تکیهتعیین واکنش

 یکدیگر، اهمیت دارد.

 .نشان داده شده استکند، صورت ارتجاعی خطی عمل میای توپر که تحت لنگر پیچشی وارده بهدر شکل زیر، یک محور دایره

طور که پیش از این در مورد میلۀ تحت بار محوری ذکر شد، از اثر تمرکز تنش در نقاط اعمال پیچش و مناطق دارای اگر همان

عمال ای که لنگر پیچشی در آن اتوانیم تغییر زاویه را در محدودۀ بین هر دو نقطهپوشی کنیم، میتغییر ناگهانی در مقطع، چشم

 نشان داده شده است.( b، از میله جدا شده و در شکل )x، در موقعیت dxء کوچکی به طول شده است، خطی فرض کنیم. جز

در نتیجۀ  گردد.در یکی از وجوه، نسبت به وجه دیگر آن می dوارد بر این جزء، باعث چرخشی به اندازۀ  𝑇(𝑥)لنگر پیچشی 

آید. در قسمت قبل نشان ، پدید میعاع دلخواه مشخص شده در شکل، با شجزء در  این چرخش، تغییر فرم نسبی برشی 

 شوند:با رابطۀ زیر به هم مربوط می dو  دادیم که مقادیر 

γ = ρ
d

dx
      d =  

dx


 

 ای که بین لنگر پیچشی و تنش برشی حاصل از آن به دست آمد:از رابطه و  =/G(x)از قانون هوک:  با قرار دادن مقدار 

𝜏 = 𝑇(𝑥)/𝐽(𝑥) رسیم:در رابطۀ فوق، به معادلۀ زیر می 

 

 آید:دست می، زاویۀ پیچش کل محور بهLگیری از این رابطه بر روی کل طول با انتگرال
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ثابت  Gشود، بنابراین معمولاً از مصالح همگن استفاده می در کاربردهای مهندسی، لنگر پیچشی و سطح مقطع ثابت:

 ود:صورت زیر نوشته شتواند بهرابطۀ فوق میح مقطع و لنگر پیچشی وارده در طول محور ثابت باشند، است. همچنین، اگر سط

 

قطر  ای با طول وشود. به این ترتیب که نمونهاز این رابطه برای به دست آوردن مدول الاستیسیتۀ برشی مصالح استفاده می

دار مق  در محدودۀ ارتجاعی، از رابطۀ شییرد و با اعمال لنگر پیچگمعلوم در دستگاهی مطابق شکل زیر تحت پیچش قرار می

  آید.به دست میمیانگین حاصل از چندین آزمایش از  Gشود. البته مقدار دقیق آن محاسبه می

 

 

 های متعدد وارد بر محور:پیچش
یر کند، طور ناگهانی تغیول برشی بهکه سطح مقطع یا مدیا آن اگر محور تحت تأثیر چندین لنگر پیچشی مختلف قرار بگیرد،

 گاه زاویۀ پیچشکار برد؛ آنهای مربوطه در آن ثابت باشند، رابطۀ فوق را بهتوان برای هر قسمت از این محور که همۀ کمیتمی

 شود:صورت زیر نوشته میدست آمده از هر قسمت محاسبه کرد. بنابراین رابطه بهکلی را با جمع برداری زوایای به

 

، نیاز به تعیین علامت مثبت یا منفی برای لنگرهای پیچشی وارد کار بستن رابطۀ فوق برای محاسبۀ در به :قرارداد علامت

برای تعیین علامت مثبت، استفاده داریم. بدین منظور از قانون دست راست، مطابق شکل زیر، و دوران حاصل از آن بر محور 

 کنیم.می
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( را محاسبه کنید. aاز محور مطابق شکل ) Aنتهای زاویۀ پیچش ا: 3مثال

 تعیین کنید. Cرا نسبت به  Aهمچنین دوران نقطۀ 

 فرض کنید. G=75 GPaو   mm 200مساوی با  را قطر محور

 

 حل: 

با مقطع زدن در سه ناحیۀ  محاسبۀ لنگرهای پیچی داخلی در محور:

مطابق  CDو  AB ،BC، لنگرهای پیچشی در فواصل مختلف این محور

آید. با توجه به علامت لنگرها، نمودار لنگر دست می( بهbبا شکل )

 شود:( ترسیم میcپیچشی در طول عضو، مطابق شکل )

 

 

 

 

 ممان اینرسی قطبی میله برابر است با:: Aزاویۀ پیچش 

 

 عبارت است از: Dنسبت به ابتدای محور  Aدوران نقطۀ 

 

 

 داریم: BCو  ABا در نظر گرفتن پیچش دو قسمت ب: Cنسبت به  Aزاویۀ پیچش 

 

 

دهد که اگر شست دست راست رو به بیرون محور باشد، انتهای دست آمده مقادیر مثبتی هستند، نشان میاین که هر دو پاسخ به

A چرخد.در جهت بسته شدن چهار انگشت، می 
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رو رفته در خاک ف in 24اندازۀ به in 2دیرک توپر چدنی به قطر : 4مثال

( بر آن وارد aشکل ) است. اگر با استفاده از یک آچار صلب، پیچشی مطابق

( را تعیین کنید. Bشود، حداکثر تنش برشی و زاویۀ پیچش بالای آن )نقطۀ 

. مقاومت فرض کنید، بارگذاری پیچشی در آستانۀ چرخاندن دیرک است

میـله، برابر تماس آن با  in 24طور یکنـواخت، در طـول پیچشـی خاک، به

 G=5.5(103) ksi  است.              t lb.in/inبا 

 حل:

مقدار ثابتی  ABلنگر پیچشی در فاصلۀ  تعیین پیچش داخلی در میله:

 توان نوشت:( میbدارد. از روی نمودار جسم آزاد شکل )

 

ناشی از واکنش خاک را نیز در طول  شدت توزیع لنگر پیچشی یکنواخت

 توان از رابطۀ تعادل محاسبه کرد:یمدفون میله م

 Bاز نقطۀ  xمقطعی از دیرک در فاصلۀ بنابراین، از روی نمودار جسم آزاد 

 (، داریم:d)شکل )

شود؛ ایجاد می ABترین تنش برشی در ناحیۀ بیش تنش برشی ماکزیمم:

تفاده از . با اسزیرا با ثابت بودن مقطع، لنگر پیچشی بیشترین مقدار را دارد

 ابطۀ پیچش، خواهیم داشت:ر

برای محاسبۀ زاویۀ پیچش بالای دیرک نسبت به پایین آن،  زاویۀ پیچش:

باید زوایای پیچش دو قسمت بیرون از خاک و داخل خاک را محاسبه و با 

 هم جمع کنیم:
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 تمرین:

تحت پیچش گستردۀ یکنواخت قرار  mm 80قطر به ABمحور فولادی  (2

 تعیین کنید. Bرا نسبت  Aیچش انتهای گرفته است، زاویۀ پ

G=75 GPa 

 

 

تحت پیچش با  ABدر طول  mm 80به قطر  ACمحور فولادی  (3

 Cو  Bنسبت به  Aزاویۀ پیچش انتهای  توزیع مثلثی قرار گرفته است.

 تعیین کنید.

G=75 GPa 

 

تحت بارگذاری پیچشی  cمتغیر و شعاع  m 3محور مخروطی شکل به طول  (9

باشد،  MPa 80رار گرفته است. اگر تنش برشی مجاز این محور مطابق شکل ق

نسبت 
𝑐

𝑥
 دست آورید.را به 

G=75 GPa 

 

 نامعین استاتیکی تحت پیچش اعضای

برای محاسبۀ لنگرهای پیچشی مجهول کافی  ،تنهاییکه معادلۀ تعادل حول خط مرکزی یک محور تحت پیچش، بههنگامی

 شود.ه میاز شرط سازگاری استفادنباشد، 

های واکنشقرار گرفته است،   N.m 500و تحت اثر لنگر پیچشی متمرکز  گاه گیردارمحور مطابق شکل زیر بین دو تکیه :5مثال

 گاهی را محاسبه کنید.تکیه
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لند. مجهو Bو  Aهای گاههای پیچشی در تکیهنشان داده شده است، واکنش (bطور که در نمودار آزاد جسم در شکل )همان حل:

 تواند نوشته شود، که برای محاسبۀ این دو مجهول کافی نیست:تنها یک رابطۀ تعادل لنگری حول محور مرکزی، می

 

یردار دلیل گکند که زاویۀ پیچش یک انتهای محور، نسبت به انتهای دیگر آن، مساوی صفر باشد )بهشرط سازگاری ایجاب می

 :، بنابرایناین نقاط وجود ندارد(ها، امکان دوران محور در گاهبودن تکیه

 

کار گرفت ( را بهتوان رابطۀ مربوط به زاویۀ پیچش )صورت گیرد، میکه بارگذاری محور در محدودۀ ارتجاعی خطی در صورتی

و  T+برابر با  AC(، پیچش داخلی در قسمت cهای مجهول بیان کرد. با توجه به شکل )و شرط سازگاری را برحسب پیچش

 توان نوشت:است، می T–مساوی با  BCدر 

 

 با حل دو معادلۀ فوق، خواهیم داشت:

 

 تمرین

، تحت پیچش با توزیع ABمحور آلومینیومی مطابق شکل، در طول  (5

یکنواخت قرار گرفته و در دو انتها ثابت شده است. حداکثر تنش برشی پدید 

 آمده در طول میله چقدر است؟

 

 

 

 

مقید شده  Bو  Aگاه ثابت بین دو تکیه محور مخروطی مطابق شکل، (3

ها گاهبر نقطۀ میانی آن وارد شود، واکنش تکیه Tاست. اگر لنگر پیچشی 

 را تعیین کنید.

 

 

  محورهای با مقطع مرکب

 به هم متصل شده باشند که چنان اجزای تشکیل دهنده به طور کامل لف، اگرهای با مقطع ساخته شده از مصالح مختحوردر م

 آن برقرار خواهد بود.اجزای مختلف  تکتک در هاتغییر شکل صورت یکپارچه عمل کند، سازگاریبه محور
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از لولۀ فولادی با یک هستۀ برنجی  (aمحور نشان داده شده در شکل ): 9مثال

چسبیده به آن ساخته شده است. توزیع تنش برشی در طول خط شعاعی مقطع 

 رکز وارده در انتهای آن را نشان دهید.این محور را تحت اثر لنگر پیچی متم

G𝑠𝑡=11.4(103) ksi    ؛G𝑏𝑟=5.20(103) ksi 

های واکنش ( نشان داده شده است.bمحور، در شکل ) نمودار آزادتعادل: حل: 

در برنج نشان داده شده است.  𝑇𝑏𝑟در فولاد و  𝑇𝑠𝑡با  Bگاهی مجهول در تکیه

 کند که:ب میتعادل ایجا

برای فولاد  Aدلیل یکپارچگی لوله و هسته، باید زاویۀ پیچش انتهای به سازگاری:

 بنابراین: و برنج یکسان باشد.

 

 

 

 

 ( خواهیم داشت:2( و )1با حل معادلات )

 

برنجی از صفر در مرکز محور، تا مقدار حداکثر در فصل برشی در هستۀ  تنش

توان کند. با استفاده از فرمول پیچش، میتغییر می مشترک تماس با لولۀ فولادی

 نوشت:

 

 های برشی عبارتند از:برای فولاد، حداقل و حداکثر تنش

 

خاطر به ،فولادبه ناپیوستگی تنش برشی در فصل مشترک برنج و فولاد توجه کنید.  اند.( نشان داده شدهcاین نتایج در شکل )

 بت به برنج دارد؛ اما تغییر فرم نسبی هر دو با هم برابر است.تری نسبیشتنش برشی  تر،سختی بیش
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 ای توپُرهای غیر دایرهپیچش میله

چه شرایط کاملاً متفاوتی نسبت به آن ای، ازجمله مقاطع مستطیلی که فاقد تقارن محوری هستند،های با مقاطع غیر دایرهمیله

ورت صشوند و دیگر بهمی . مقاطع عمود بر محور، در اثر پیچش، دچار تابیدگیای بیان شد، دارنددرمورد محورهای با مقطع دایره

 مانند. مسطح باقی نمی

 

 

 

 

 

 

تر چیدهای پیای نسبت به مقاطع دایرهطور قابل ملاحظهبه های برشی در این مقاطعتوزیع تنش

ود. در این درس ین شتواند تعیاست و با استفاده از تحلیل ریاضی برپایۀ تئوری الاستیسیته، می

تایج به ن که وارد جزئیات محاسبۀ تنش و تغییر فرم نسبی حاصل از پیچش شویم،بدون آن

ای از توزیع تنش برشی داخل یک ( نمونهaشکل )گردد. دست آمده از آن تحلیل اشاره میبه

ط شود، تنش برشی در وسطور که مشاهده میدهد. همانمحور با مقطع مربعی را نشان می

( تابیدگی سطح مقطع را تحت پیچش bها صفر است. شکل )اضلاع، ماکزیمم و در گوشه

( المان تنش واقع در گوشۀ مقطع نشان داده شده است که cدهد و در شکل )نمایش می

اند، الزاماً تنشی نمی تواند بر که دو وجه المان روی سطح خارجی محور قرار گرفتهدلیل آنبه

ود. بدین ترتیب، برای حفظ تعادل، روی سایر وجوه این المان هم باید تنش ها ایجاد شروی آن

 برشی مساوی صفر باشد.

های ماکزیمم و زاویۀ پیچش برای بر پایۀ نتایج حاصل از تئوری الاستیسیته، مقادیر تنش

 مقاطع مربع، مثلث و بیضی، در جدول زیر ارائه شده است.
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، مقطعی به شکل مثلث طابق شکلمحور آلومینیومی م: 9مثال

𝜏𝑎𝑙𝑙𝑜𝑤الاضلاع دارد. اگر تنش برشی مجاز، متساوی = 8 𝑘𝑠𝑖   و زاویۀ

پیچش محور به 
𝑎𝑙𝑙𝑜𝑤

= 0.02 𝑟𝑎𝑑  ترین لنگر باشد، بیشمحدود

بر انتهای محور را تعین کنید. لنگر پیچشی قابل اعمال  پیچشی قابل اعمال

 ای و ساخته شده از همین ماده، چقدر است؟رهبر محوری با مقطع دای

G=3.7(106)lb/in2 

 

 ، می توان نوشت:با استفاده از جدول فوقحل: 

 

 همچنین:

 

ا محدودیت زاویۀ پیچش کنترل شده شود که لنگر پیچشی وارد بر مقطع، ب، معلوم میTدست آمده برای با مقایسۀ دو مقدار به

 است.

 با: ای باید برابر باشدای با همین مصالح و مشخصات مشابه بسازیم، شعاع مقطع دایرهبخواهیم مقطع دایره اگر ای:مقطع دایره

 

 

 گیریم:ای در نظر میمحدودیت تنش و زاویۀ پیچش را برای مقطع دایره

 

 

 

 

تر از مقطع مثلثی بیش %37اند توای میدهد که محور دایرهای و مثلثی، نشان میدست آمده از مقاطع دایرهمقایسۀ نتایج به

 پیچش تحمل کند.
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 های مستقیم با مقطع عرضی یکنواخت مستطیلیمیله

و عرض آن  dرا با ، طول ضلع مقطع عرضی آن Lاگر طول میله را با 

، در Tنشان دهیم، ماکزیمم تنش برشی تحت اثر لنگر پیچشی  tبا را 

  ود و برابر است با:شتر میله ایجاد میامتداد خط میانی وجه عریض

 

 

 :آیددست میزاویۀ پیچش نیز از رابطۀ زیر به

 

 

𝑑فقط به نسبت  و  ضرایب  𝑡⁄ دست آورد. به زیرتوان از جدول ها را میبستگی دارند و مقادیر آن 

نش رشی مانند ماکزیمم تبا شکل دلخواه، ماکزیمم تنش بهر عضو جدار نازک با ضخامت یکنواخت و توان ثابت کرد که برای می 

𝑑نسبت برشی در یک میلۀ مستطیلی که  𝑡⁄ در این حالت،  دست آورد.بسیار بزرگی دارد، به==
1

3
خواهد بود و روابط فوق  

 صورت زیر نوشت:توان بهرا می

𝜏𝑚𝑎𝑥 =
3𝑇

𝑑𝑡2
          ؛             =

3𝑇

𝐺𝑑𝑡3
 

ای زیر ههای با مقاطع نشان داده شده در شکلبرشی ماکزیمم، تحت اثر لنگر پیچشی یکسان، در میلهبه عنوان مثال، تنش  

واند با اعمال تیابد که میها افزایش میباهم برابرند. البته لازم به ذکر است که به دلیل تمرکز تنش، مقدار تنش برشی در گوشه

 ضریب تمرکز تنش، محاسبه شود.
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دلیل تمرکز تنش، باید تنش برشی به دست آمده از رابطۀ های مقاطع بهدر گوشه: تمرکز تنش 

. در نتیجه تنش آید، ضرب شودکه از جدول زیر به دست می kفوق، در یک ضریب افزایش 

 :ماکزیمم در گوشۀ مقاطع برابر است با

𝜏𝑚𝑎𝑥 = 𝑘
3𝑇

𝑑𝑡2
 

0.125 0.25 0.5 1 r/t 

2.5 2.25 2 1.75 k 

 

 های مختلف )مقاطع جدارنازک باز(مقاطع ساخته شده از اجزای با ضخامت

طوری که نسبت ، به𝑡𝑖ی هاامتو ضخ 𝑑𝑖های قسمت با طول n، از گیردای که تحت پیچش قرار میکه مقطع میلهدر صورتی 

 شود:یر محاسبه میاز روابط ز و  J ،τمقادیر  شده باشد، تشکیلها زیاد باشد، طول به ضخامت

𝐽𝑖 =
1

3
𝑏𝑖𝑡𝑖 

 

𝜏𝑖 =
𝑇𝑡𝑖

1
3
∑ 𝑏𝑖𝑡𝑖

3𝑛
𝑖=1

 

 

𝜑 =
𝑇𝐿

𝐺
1
3
∑ 𝑏𝑖𝑡𝑖

3𝑛
𝑖=1

 

 

 شود.تری دارد ایجاد میتنش ماکزیمم در وسط مستطیلی که ضخامت بیش

 

نش برشی متوسط ماکزیمم تحت در مقطع جدارنازک باز مثلثی مطابق شکل، ت :8مثال

 چقدر است؟ Tاثر لنگر پیچشی 

 

 

 تری دارد، تنش برشی متوسط ماکزیمم، در وسط ضلعی که ضخامت بیش حل:

 دهد؛ بنابراین:رخ می

𝜏𝑖 =
𝑇𝑡𝑖

1
3
∑ 𝑏𝑖𝑡𝑖

3𝑛
𝑖=1

=
𝑇 (3𝑡)

1
3 (𝑎𝑡

3 + 𝑎(2𝑡)3 + 𝑎(3𝑡)3
=

𝑇

4𝑎𝑡2
 

 

 تمرین:

جنس با مقاطع مطابق شکل را با هم زاویۀ پیچش دومیله هم (1

 مقایسه کنید.
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 های جدارنازک بستهلوله

، کابردهای گوناگونی ازجمله در ساخت بال هواپیما دارد. در این قسمت، رفتار این ایهای جدارنازک با مقاطع غیر دایرهلوله

گیرد. برای درک رفتار چنین مقاطعی، بدون هیچ شکافی مورد مطالعه قرار می مقاطع، با سطح مقطع ثابت و ضخامت متغیر،

 پردازیم.می« جریان برش»ابتدا به تعریف مفهوم 

 

 

 

 

 

 

 

 جریان برش

از یک لولۀ  dxو پهنای  sیک جزء کوچک به طول محدود ( aدر شکل )

ی های برش( تنشbجدار نازک، با ضخامت متغیر انتخاب شده که در شکل )

، نشان داده شده است. به علت Tبر روی این جزء، تحت اثر لنگر پیچشی 

 Aدر نقاط  𝜏𝐵و  𝜏𝐴های برشی ها در طرفین این جزء، تنشتفاوت ضخامت

در دو وجه، تعادل  dxبا هم متفاوت خواهد بود. با توجه به مساوی بودن  Bو 

   کند که:نیروها ایجاب می

 

 یعنی:

برشی متوسط در ضخامت لوله در هر نقطه روی سطح  ضرب تنشحاصل

 مقطع لوله یکسان است.

تواند با رابطۀ زیر و می (،q) شودنامیده می «جریان برش»ضرب، این حاصل

 بیان شود:

 

 

 

 شود.در جایی که لوله ضخامت کمتری دارد، ایجاد می ترین تنش برشی متوسطثابت است، بیشروی سطح مقطع  qچون 

مساحت وجه جلوی جزء ( در نظر بگیرید. cاز لوله را مطابق شکل ) dxو پهنای  ds، طول tیک جزء کوچک به ضخامت  اکنون

. بنابراین،  dA=tds کند، برابر است با:که تنش برشی متوسط روی آن عمل می

 گیرد.دازه میبه عبارت دیگر، جریان برش نیرو بر واحد طول را در راستای سطح مقطع لوله ان. q=dF/dsیا: 
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 تنش برشی متوسط

 وجود آمده توان با در نظر گرفتن لنگر پیچشی بهتنش برشی متوسط را می

مطابق  Tدر داخل مرز لوله، به پیچش  Oاز این تنش، حول نقطۀ دلخواه 

 dA=tdsدر مساحت   𝜏𝑎𝑣𝑔مربوط کرد. تنش برشی متوسط  (dشکل )

این نیرو مماس بر خط  شود.ه میروی جزء لول dFباعث ایجاد نیروی 

، لنگر فرض شود hکند و اگر بازوی لنگر آن مرکز جدارۀ لوله عمل می

 پیچشی برابر خواهد بود با:

 

 و برای کل سطح مقطع، خواهیم داشت:

 

د حول گیری بایبیانگر آن است که انتگرالدر این رابطه، انتگرال روی خط، 

𝑞ریان برش برابر با: تمامی مرز سطح انجام شود. چون ج = 𝜏𝑎𝑣𝑔𝑡  ثابت

 تواند از انتگرال خارج شود و در نتیجه:میاست، 

 

ی برای محاسبۀ انتگرال انجام داد. برای این کار، باید توجه داشت سطح متوسط که با مثلث سازی ترسیمتوان یک سادهمی

𝑑𝐴𝑚( مشخص شده است، عبارت است از: dرنگ در شکل )تیره =
1

2
ℎ 𝑑𝑠:بنابراین . 

 

 داریم: 𝜏𝑎𝑣𝑔 با حل این معادله برای

 

 

 ، سطح متوسط محصور در داخل مرز تار میانی ضخامت لوله است.𝐴𝑚در این رابطه، 

 جریان برش نیز در سرتاسر سطح مقطع ثابت و برابر است با:

 

 زاویۀ پیچش

صورت ارتجاعی خطی اگر ماده به های انرژی تعیین کرد.وان با استفاده از روشترا می Lطول زاویۀ پیچش یک لولۀ جدارنازک به

 شود:رابطۀ زیر محاسبه میمدول برشی آن باشد، زاویۀ پیچشی، بر حسب رادیان از  Gعمل کند، و 
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 نشان داده شده در شکلبرنزی لولۀ : 7مثال

(a) ،گاه در تکیهE  ثابت شده و تحت لنگرهای

قرار گرفته است.  Dو  C پیچشی در نقاط

تعیین  Bو  Aتنش برشی متوسط را در نقاط 

چقدر   Cکنید. همچنین زاویۀ پیچش انتهای 

𝐺                            است؟ = 38 𝐺𝑃𝑎 

 حل:

صورت به جسم آزادبرش زده شود، نمودار  Bو  Aاگر از نقاط  تنش برشی متوسط:

خواهد  N.m 35چشی در این مقطع برابر با ( و لنگر پیbنشان داده شده در شکل )

 (، سطح متوسط عبارت است از:d. با توجه به شکل )بود

 

t𝐴 جداره، که ضخامت Aدر نقطۀ  = 5 mm  است، تنش برشی متوسط برابر است

 با:

 

t𝐵ضخامت برابر است با  Bو در نقطۀ  = 3 mm:بنابراین ، 

 

 

( نشان داده شده است. به جهت لنگر eدر شکل ) Bو  Aاجزای واقع در نقاط این نتایج روی 

)جهت  این اجزاء دقت کنید پشت هر یک از های ایجاد شده درپیچشی بر میله و جهت تنش

 .تنش برشی در مقاطع جدارنازک بسته، در خلاف جهت لنگر پبچشی وارده است(

( c( و )bهای )شکل چه در نمودارهای جسم آزاد نشان داده شده دربر اساس آن زاویۀ پیچش:

 35ترتیب عبارتند از به CDو  DEلی در نواحی ـچشی داخـشود، لنگرهای پیمشاهده می

N.m  60و N.mطور که قبلاً گفته شد، این لنگرهای پیچشی، مثبتند؛ بنابراین زاویۀ . همان

 پیچش برابر است با:
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 تمرین

ای مورد نیاز بوده؛ اما در فرایند ساخت، رهای با مقطع دایمیلهبرای مقابله با پیچش،  (1

تر از بعد دیگر کوچک kصورت بیضی درآمده است. مطابق شکل، یکی از ابعاد، با ضریب به

 است.ضریب افزایش حداکثر تنش برشی را تعیین کنید.

 

 

تحت پیچش  mm 5لولۀ فولادی مطابق شکل، به ضخامت ثابت  (4

T=40 N.m متوسط پدید آمده در نقاطگیرد؛ تنش برشی قرار می A و 

B های واقع در این نقاط رارا تعیین کنید. تنش برشی روی جزء حجم 

 G=75 GPa                  نشان دهید.

 

 

ای مطابق شکل، تحت با مقاطع عرضی مربعی و دایره جنسدو محور هم (11

 گیرند. نسبت ماکزیمم تنش متوسط دراثر لنگرهای پیچشی یکسان قرار می

 دست آورید.ای را بهمحور با مقطع مربعی به دایره

  

 

 

لبۀ راهنما و جعبۀ پیچش بال یک هواپیما را ابعاد متوسط سطح مقطع  (11

رو نشان داد. اگر این مقطع تحت صورت تقریبی، مطابق شکل روبهتوان بهمی

قرار گیرد، تنش برشی متوسط و زاویۀ پیچش در هر متر  MN.m 4.5پیچش 

 G=27 GPa را تعیین کنید.               طول تیر

 

 

تنش برشی متوسط ماکزیمم و زاویۀ پیچش را تحت اثر لنگر (12

جنس با مقاطع مطابق شکل، همهای وارد بر میله Tپیچشی 

 مقایسه کنید.
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 ایتمرکز تنش در محورهای دایره

دست با روابطی که برای محاسبۀ آن بیان شد، بهو  در محل تغییرات ناگهانی در مقطع، توزیع تنش برشی در محور پیچیده است

با  تواندر موارد کاربردی، تنش برشی ماکزیمم در محل ناپیوستگی محور را می ای دارد.محاسبات پیچیدهنیاز به آید و نمی

 آید.دست تواند از نمودار زیر به، میKاعمال ضریب تمرکز تنش بر تنش برشی متوسط آن محاسبه کرد. این ضریب 

𝜏𝑚𝑎𝑥 = 𝐾𝜏𝑎𝑣𝑔 = 𝐾
𝑇𝑐

𝐽
 

گردد که افزایش شعاع با توجه به نمودار ملاحظه می

 Kباعث کاهش مقدار قوس، در محل ناپیوستگی، 

شود؛ بنابراین، برای کاهش تنش برشی ماکزیمم، می

 باید شعاع این قوس را افزایش دهیم.

 

 

 

 Bو  Aهای یاتاقان وسیلۀبه ،(a) محور نشان داده شده در شکل: 11مثال

نگهداشته شده و است، حداکثر تنش برشی در محور، بر اثر تحت اثر لنگرهای 

 r=6پیچشی وارده، تعیین کنید. شعاع قوس در محل باریک شدن محور، 

mm .است 

 حل:

ن تنش تریتوان دریافت که بیشبا توجه به تعادل، می لنگر پیچشی داخلی: 

 تر است، ، در قسمتی که قطر مـحور کمN.m 30ی ـچشت لنگر پیـبرشی، تح

 آید.پدید می

 آید:دست میضریب تمرکز تنش، از نمودار فوق به حداکثر تنش برشی:

 
                       K=1.3 

 

( cوزیع تنش خطی بر اساس رابطۀ پیچش، در شکل )توزیع واقعی واقعی تنش و ت

 نشان داده شده است.



 

113 

 

 محمد  رهنورد                                                  دانشگاه آزاد مشهد                                              1مقاومت مصالح 
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 (pure bendingخمش خالص )
در حالت کلی، نیروهای داخلی شامل نیروی برشی و لنگر در هر مقطع از تیری که تحت اثر بارهای جانبی قرار گرفته است، 

 باشد، خمش خالص شود. حالت خاصی که در مقطع تیر فقط لنگر خمشی اثر کند و نیروی برشی در آن صفرخمشی ایجاد می

 شود. در شکل زیر، ناحیۀ بین دو بار متمرکز، تحت اثر خمش خالص قرار دارد.  نامیده می

بررسی  های نسبی حاصل از خمش خالصها و تغییر فرماین فصل، تنشدر 

تنش، لازم است ابتدا تغییر شکل تیر ناشی . برای دست یافتن به فرمول شودمی

ای از یک میلۀ لاستیکی برای این منظور، قطعهگیرد.  از خمش مورد مطالعه قرار

رو مشاهده طور که در شکل روبهگیریم. همانبا مقطع متقارن را در نظر می

گردد، در اثر اعمال لنگر خمشی بر این نمونه، تارهای قسمت فوقانی، تحت می

قسمت تحتانی آن، تحت  تارهایاز طول و  شودمی کشش، دچار افزایش طول

توان خطی را یافت که طول آن تغییر شود. در این بین، میار، کاسته میفش

کند، صفحۀ خنثی نامیده می ای که از امتداد این خط عبور میصفحهکند. نمی

د. نامنشود و محل تلاقی این صفحه را با هر مقطع عمودی از تیر، محور خنثی می

ک در ی ی و صفحۀ خنثیمحور طولی تیر، محور خنث، تقارندر شکل زیر، صفحۀ 

 نشان داده شده است: تیر تحت خمش خالص،

 

 

 

 

 

 گیریم:در این فصل، فرضیات زیر را در نظر می

 شود.هنگام بارگذاری وارد نمیای بهکند و تکان یا ضربهصورت تدریجی بر تیر اثر میبارگذاری به 

 شوند.تیرها تحت بارگذاری پایدارند و دچار کمانش نمی 

 مانند.ای باقی میصورت صفحهای عمود بر محور تیر، پس از خمش نیز بهفحهمقاطع ص 

  تغییرات تغییر فرم نسبی در تارهای طولی موازی صفحۀ خنثی، خطی است؛ به عبارت دیگر، متناسب با فاصله از محور

 یابد.خنثی، تغییر فرم نسبی افزایش یا کاهش می
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 دهند ولی خطوط عمودیصورت منحنی تغییر شکل میوط افقی بهخطشود، طور که در شکل زیر دیده میهمان 

 چرخند.مانده، میمستقیم باقی

 

مطابق شکل زیر، در نظر  dxطول برای محاسبۀ تغییر فرم نسبی ایجاد شده در اثر لنگر خمشی، جزء کوچکی از این تیر را به

واقع در صفحۀ خنثی  طول خططوری که شود بهیر فرم می، این جزء، دچار تغیMدر اثر اعمال لنگر خمشی مثبت گیریم. می

 .شوندتر میکوتاهواقع در روی آن،  خطوطو  بلندترواقع در زیر آن،  خطوطکند اما تغییری نمی

 

 

 

 

 

 بیان کرد: dهای جزء و زاویۀ بین لبه حسب شعاع انحنای برتوان میرا  dxاندازۀ 

𝑑𝑥 = d 

 نیز به همین ترتیب برابر است با:از صفحۀ خنثی  y، به فاصلۀ 𝑎𝑏 یافتۀطول کاهش

 

 نسبت به صفحۀ خنثی برابر است با: y برابر بوده است، تغییر فرم نسبی در فاصلۀ dx، با abجا که طول اولیۀ آن از آن

 

 

آن نسبت به صفحۀ خنثی و  yدهد که تغییر فرم نسبی عمودی هر جزء از تیر، بستگی به موقعیت این نتیجۀ مهم نشان می
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برای هر به عبارت دیگر،   شعاع انحنای محور طولی تیر در آن نقطه دارد.

از محور  yصورت خطی با فاصلۀ مقطع خاص، تغییر فرم نسبی عمودی به

(، +yاین مقدار، برای خطوط واقع در بالای محور خنثی ) کند.خنثی تغییر می

( همراه 𝜖+)ر زیر محور خنثی، با افزایش( و برای خطوط واقع د𝜖-با کاهش )

شود که حداکثر تغییر فرم نسبی عمودی در بدین ترتیب معلوم می است.

 :دهد( رخ میy=cدورترین فاصله از محور خنثی )

 توان نوشت:بنابراین می

 

 و نتیجه گرفت: 

 

 فرمول خمش
در  ع تنشای هستیم که رابطۀ بین توزیهدر این بخش، در پی یافتن معادل

رفتار مصالح که مقطع تیر و لنگر خمشی وارد بر آن را بیان کند. با فرض آن

σبا توجه به رابطۀ هوک ) صورت ارتجاعی خطی باشد،کار رفته بهبه = 𝐸𝜖 ،)

 شتوان نتیجه گرفت که تغییرات تناز تغییرات خطی تغییر فرم نسبی، می

 هیم داشت:نیز بر روی مقطع باید خطی باشد؛ بنابراین خوا

 

 

برای لنگر  کند.این معادله، توزیع تنش بر روی سطح مقطع تیر را بیان می

، مقدار yازای مقادیر مثبت کند، بهعمل می z+که در جهت  M+خمشی 

𝜎 منفیمقادیر و  آیدبه دست می )تنش فشاری( منفی y ، ر یدامقمنجر به 

 .شودمی )تنش کششی( 𝜎مثبت برای

 یموقعیت محور خنث

برای تعیین موقعیت محور خنثی روی مقطع تیر، برآیند نیروهای حاصل از توزیع تنش بر روی مقطع را مساوی صفر قرار 

𝑑𝐹با توجه به شکل مقابل، نیروی دهیم. می = 𝜎𝑑𝐴  روی جزء

 توان نوشت:کند؛ از این رو میاثر می dAسطح دلخواه 
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𝜎𝑚𝑎𝑥 چون 𝑐⁄ :صفر نیست، پس  

محور خنثی صفر باشد. این شرط تنها در  گشتاور اول سطح مقطع عضو باید حول  به عبارت دیگر،

 کند، منطبق باشد.مقطع عبور می مرکز سطح افقی که از محور بر تواند برقرار باشد که محور خنثیصورتی می

 لنگر خمشی

حول محور خنثی  dFمطابق شکل فوق، لنگر ی برابر باشد. باید با لنگر پدید آمده از توزیع تنش حول محور خنث Mلنگر داخلی 

dMعبارت است از:  = y dF .و چون : dF = σ dAبا توجه به رابطۀ ، σ = −(
𝑦

𝑐
)𝜎𝑚𝑎𝑥توان ، برای کل سطح مقطع می

 نوشت:

 

 یا:

 

دهیم. درنتیجه، معادلۀ فوق مینشان  Iگر گشتاور اینرسی سطح مقطع حول محور خنثی است و مقدار آن را با انتگرال فوق بیان

 صورت زیر بازنویسی کرد:توان بهرا می

 

 

 آید:دست می از محور خنثی از رابطۀ زیر به yهمچنین، تنش عمودی در یک نقطۀ میانی به فاصلۀ 

 

 

 شود.تنش فشاری )منفی( ایجاد می  yدر جهت مثبت  این دلیل است که علامت منفی در این رابطه، به

 ندسی سطحخواص ه

 مرکز سطح

کند. اگر سطح دارای شکل دلخواه باشد، که مرکز هندسی سطح را تعریف میای مرکز سطح یک مساحت عبارت است از نقطه

 شود:با استفاده از روابط زیر تعیین می Cبیان کنندۀ موقعیت مرکز سطح  yو  xمطابق شکل زیر، مختصات 

 

 

 

 

 

گر بیانو مخرج کسرها   xو  yحول محورهای  dAجزء سطح « گشتاور»عبارتند از:  ترتیبکسرها در این روابط به صورت

 مساحت کل شکل هستند.
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اگر شکلی دارای دو محور تقارن گیرد. بنابراین در صورتی که شکل دارای محور تقارن باشد، مرکز سطح روی آن محور قرار می

 ارن منطبق است.باشد، مرکز سطح آن بر محل تلاقی محورهای تق

جای تر تعیین کرد. در این صورت، بههای سادهبا تقسیم کردن آن به شکل توانسطوح مرکب را می مرکز سطحموقعیت 

 دست آورد:توان از روابط زیر موقعیت مرکز سطح را بهگیری میانتگرال

 
 

 ( را تعیینaشکل نشان داده شده در شکل ) Tموقعیت مرکز سطح مقطع  :1مثال

 کنید.

 

 

  :Iحل 

= 𝑥 :محور تقارن شکل است، درنتیجه yمحور  ، �̅�است. برای به دست آوردن  0

شود سطح به دو مستطیل تقسیم می دهیم.را روی لبۀ پایین سطح قرار می  xمحور 

 توان نوشت:و با استفاده از رابطۀ فوق می

 

 

  

 

 

 

 

  :IIحل 

 یریم. خواهیم داشت:گرا در لبۀ بالای سطح در نظر می xمحور 
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 :IIIحل 

صورت یک مستطیل بزرگ در نظر گرفت که توان سطح مقطع را بههمچنین، می

 دو مستطیل کوچک کم شده باشد، در نظر گرفت.

 

 

 گشتاور اینرسی سطح

صورت به y و  xاین کمیت، خاصیت هندسی است که حول محورهای 

 شود:زیر تعریف می

 

 

  

 

 

 

 

 گذرند، در جدول زیر نشان داده شده است:سطح می آن برخی از سطوح، نسبت به محورهایی که از مرکز گشتاور اینرسی
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 سطوح مرکب

. برای تعیین گشتاور اینرسی چنین سطح مقطعی اندمتصل به هم تشکیل شده تراز تعدادی شکل ساده هابسیاری از سطح مقطع

آن محور تا محور  اش تقسیم کرد و فاصلۀ عمودی ازهای ترکیب شدهاست سطح را به بخشابتدا لازم حول یک محور مشخص، 

مشخص نمود. گشتاور اینرسی هر بخش نسبت به محور تعیین شده از روابط ، کندعبور می هر بخش موازی آن که از مرکز سطح

  آید:ست میدزیر به
 

 

 

  آید.دست میبهمحور  آن شده گشتاور اینرسی کل سطح حولهای ترکیب سپس با جمع زدن نتایج مربوط به بخش

که  yو  xرا حول محورهای  (a)گشتاور اینرسی مقطع نشان داده شده در شکل  :2مثال

 دست آورید.کنند، بهاز مرکز سطح آن عبور می

کنیم و با توجه به تقسیم می Dو  A ،Bمقطع نشان داده شده را به سه مستطیل حل: 

عبور  هاگشتاور اینرسی هرکدام را حول محورهایی که از مرکز سطح آن ،جدول فوق

 آوریم:دست میکند، بهمی

 داریم: Dو  Aهای برای مستطیل

 

 

 

 

 

 توان نوشت:می نیز Bبرای مستطیل 

 

 

 

 آید:میدست هکنند، بکه از مرکز سطح عبور می yو  xمحورهای گشتاور اینرسی مقطع نسبت به  با جمع کردن مقادیر فوق،
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 تمرین

آن را نسبت به محورهایی که از این نقطه عبور پس از محاسبۀ موقعیت مرکز سطح هریک از مقاطع زیر، گشتاور اینرسی  (1

 کنند، محاسبه کنید.می
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دست نش خمشی مطلق را در تیر بهاست. حداکثر ت (b)مطابق شکل( دارای مقطع aداده شده در شکل ) تیر سادۀ نشان  :3مثال

 را تعیین کنید. Bهمچنین، تنش در نقطۀ  آورید و توزیع تنش روی سطح مقطع را در این موقعیت ترسیم کنید.

 

 

 

 

 

  حل:

: با توجه به نمودار لنگر خمشی حداکثر لنگر خمشی داخلی

شود که لنگر خمشی ماکزیمم در وسط دهانه و تیر، معلوم می

 ا: ببرابر است 

 محور خنثی، از دلیل تقارن مقطع تیر،به ممان اینرسی مقطع:

 کند.مرکز سطح مقطع که در وسط ارتفاع آن قرار دارد، عبور می

  تنش ماکزیمم:

در فرمول  Bنقطۀ  yهمین ترتیب، با قرار دادن به: Bتنش در نقطۀ 

  شود.خمش، تنش در آن نقطه حاصل می

 

 

مقاومت  kN.m 40(، طوری طراحی شده است تا در برابر لنگر خمشی aشکل ) مطابقمستطیلی، عضو دارای مقطع  :4مثال

(. حداکثر b( به لبۀ پایین آن اضافه شود )شکل ribکند. به منظور استحکام و صلبیت آن، پیشنهاد شده است که دو دنده )

 تنش عمودی در عضو را در هریک از دوحالت، تعیین کنید.
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  ها:دنده بدونحل: 

 توان نوشت:بنابراین می بدیهی است که محور خنثی در مرکز سطح مقطع مستطیلی قرار دارد.

 

 

 

 تعیین موقعیت مرکز سطح: ها:با دنده

 

 

 

 فاصلۀ دورترین لبۀ مقطع از محور خنثی:

 

 گشتاور اینرسی نسبت به محور خنثی:

 

 

 

 

 حداکثر تنش عمودی:

 

جای کاستن از حداکثر تنش عمودی، موجب ها به مقطع، بهکردن دنده دهد که اضافهآور نشان میین نتیجۀ حیرتا تذکر:

 افزایش آن شده است. بنابراین باید حذف شوند.
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 تمرین:

𝑀که مقطع تیر مطابق شکل، تحت اثر لنگر خمشی در صورتی (2 = 50 𝑘𝑁.𝑚 

 دست آورید.به اقرار گیرد، حداکثر تنش عمودی ر

 

 

 

ع تیر مطابق شکل از یک ورق و دو نبشی ساخته شده مقط (3

𝑀است. اگر این مقطع تحت اثر لنگر خمشی  = 75 𝑘𝑁.𝑚 
 های کششی و فشاری ماکزیمم را محاسبه کنید.تنش قرار گیرد،

 

 

 

 

تیر چوبی مطابق شکل، دارای سطح مقطع با نسبت  (9

ابعاد نشان داده شده است. اگر تنش عمودی مجاز 

𝜎𝑎𝑙𝑙𝑜𝑤 = 10 𝑀𝑃𝑎  باشد، مقدارb .را تعیین کنید 

 

 

𝑤اگر  (5 = 10 𝑘𝑁/𝑚  باشد، حداکثر تنش عمودی ناشی

 ها روی سطح مقطعاز خمش را در تیر تعیین کنید. توزیع تنش

 را ترسیم کنید.
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 خمش دومحوره -خمش نامتقارن

مبدأ مختصات را در  در نظر بگیرید. zحول محور  M تحت اثر لنگر خمشی را( a)سطح مقطع نامتقارن یک تیر، مطابق شکل 

  کنیم.، مرکز سطح مقطع، فرض میCنقطۀ 

 

 

 

 

 

برای است.   zنسبت به محور   yمحوریو برون yنسبت به محور  zمحوری ، دارای برونdAنیروی عمودی وارد بر جزء کوچک 

𝑑𝐹با صفر باشد. بنابراین، اگر  های وارد بر مقطع، مساویحفظ تعادل در مقطع، باید برآیند تنش = 𝜎𝑑𝐴  نیروی وارد برdA 

 باشد، خواهیم داشت:

 

 برابر باشد: Mنیز باید با لنگر خمشی خارجی وارد بر مقطع،  zمجموع لنگرهای خمشی حاصل از نیروهای داخلی، حول محور 

 

 

باید مساوی صفر باشد )لنگر خمشی خارجی نیز  yهمچنین لنگر خمشی برآیند حاصل از نیروهای داخلی مقطع حول محور 

 کند(؛ یعنی: اثر نمی yحول محور 

 

σاگر در این رابطه،  = −(
𝑦

𝑐
)𝜎𝑚𝑎𝑥   را که در آن𝜎𝑚𝑎𝑥 =

𝑀𝑐

𝐼
 است، قرار دهیم، خواهیم داشت: 

 

 کند که: این رابطه ایجاب می

 

محورهای اصلی به عنوان  zو  yکه محورهای شود و در صورتیسطح مقطع نامیده می ضرب اینرسیحاصلاین انتگرال، 

اگر سطح مورد نظر دارای یک محور تقارن باشد، محورهای اصلی، انتخاب شوند، مقدار آن برابر با صفر خواهد بود.  اینرسی

  همواره در راستای محور تقارن و عمود بر آن هستند.

های ؛ اما برای شکلشوندتقارن است، محورهای اصلی، با توجه به تقارن تعیین می( که دارای یک محور aعنوان مثال، در شکل )به
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(b( و )cباید محورهای اصلی را با استفاده از معادلات تبدیل اینرسی یا دایرۀ مور اینرسی تعیین شوند که در ضمیم )این فصل ۀ 

 شوند.، در نظر گرفته میآمده است. در ادامه، فقط مقاطعی که دارای حداقل یک محور تقارن باشند

 

 

 

 

 

 

 کند.کدام از محورهای اصلی مقطع عمل نمیخمشی وارد بر مقطع که حول هیچلنگر 

ر راستای محورهای اصلی تجزیه کرد؛ هایش دصورت، باید لنگر را به مؤلفهدر این

توان از فرمول خمش برای تعیین تنش عمودی حاصل از هر یک از سپس می

در نهایت نیز با استفاده از روش جمع آثار، تنش ، استفاده کرد. های لنگرمؤلفه

 عمودی در نقطۀ مورد نظر را تعیین کرد.

را زمانی  کند. زاویۀ اثر می zنسبت به محور  با زاویۀ  M(، لنگر aدر شکل )

 باشد. 𝑦+به سمت  𝑧+کنیم که جهت آن از محور مثبت فرض می

تجزیه  yو  zهایش در راستای که به مؤلفه Mی ( لنگر خمشc( و )b) هایدر شکل

های عمودی حاصل از این لنگرها نیز در توزیع تنش ، نشان داده شده است.شده

 ها فرض شده است که: در این شکل ( نشان داده شده است.f( و )d( ،)eهای )شکل

(𝜎𝑥)𝑚𝑎𝑥 > (𝜎𝑥
 )𝑚𝑎𝑥 

های کشـشی و فشـاری: شود که حداکـثر تنـشها، معـلوم مـیبا توجه به شـکل

[(𝜎𝑥)𝑚𝑎𝑥 + (𝜎𝑥
 )𝑚𝑎𝑥]  آیدمخالف سطح مقطع پدید میدر دو گوشۀ. 

های خمش و جمع جبری نتایج، کارگیری فرمول خمش برای هر یک از مؤلفهبا به

 آید:دست میتنش عمودی در هر نقطه روی سطح مقطع، از رابطۀ زیر به
 

 

 

 

 باشند. yو  zوقتی مثبتند که در جهت مثبت محورهای  𝑀𝑦و  𝑀𝑧لنگرهای 

تنش عمودی، زمانی مثبت خواهد بود که تنش حاصل از لنگر خمشی، نقطۀ مورد 

 گیرد، منفینظر را تحت کشش قرار دهد و بالعکس، زمانی که تحت فشار قرار می

 است.
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 معادلۀ محور خنثی و امتداد آن

σتوان با قرار دادن ( را میdدر شکل ) zبین محور خنثی و محور  زاویۀ  = در معادلۀ فوق تعیین کرد؛ چرا که روی محور  0

 خنثی، هیچ تنش عمودی وارد نمی شود. بنابراین داریم:
 

 

 

𝑀𝑧چون  = 𝑀 cos 𝜃  و𝑀𝑦 = 𝑀 sin 𝜃 ر نوشت:صورت زیتوان معادلۀ محور خنثی را بهاست، پس می 

 

 

 

tan𝛼 :که عبارت است از را شیب این خط = 𝑦 𝑧⁄ ،دست آورد:توان از رابطۀ زیر بهمی 
 

 

 

 

 

تحت اثر لنگر خمشی  (aمقطع نشان داده شده در شکل ): 5مثال

𝑀 = 12 𝑘𝑁.𝑚  .تنش های عمودی ایجاد شده در قرار دارد

 .تعیین کنیدهای این مقطع را گوشه

 

محورهای  zو  yمحورهای شود که ه تقارن، معلوم میبا توجه ب حل:

 های آن در  ایناصلی اینرسی هستند. لنگر خمشی وارده را به مؤلفه

 کنیم:دو جهت تجزیه می
 

 

 

 

 

 عبارتند از: zو  yممان اینرسی حول محورهای 
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 شوند:شرح زیر محاسبه میبه ،zو  yناشی از لنگرهای خمشی حول محورهای  های مقطع،در گوشه های عمودیتنش

 

دست به DEو  BCتوان با تناسب بین دو مثلث تنش در وجوه را می (N.A) محور خنثی zموقعیت  امتداد محور خنثی:

 آورد:

 

 

 

 

 

 توان محاسبه کرد.را نیز می Dبه همین ترتیب، فاصلۀ محور خنثی از 

آوریم. این معادله برای دست میوطه بهاز رابطۀ مربرا با استفاده  N.Aتوانیم راستای می

رود. براساس کار میسازد، بهیا محور اصلی ماکزیمم می zکه این محور با  تعیین زاویۀ 

سنجیده شود. در نتیجه،  y+سمت به z+باید از محور  قراردادی که پیش از این ذکر شد، 

 برابر است با: های مثبت محورهای مختصات، با توجه به جهت

 

 ، برابر است با:zدر نتیجه، زاویۀ محور خنثی با محور 

 

 

 

 

 

 

 اند.( نشان داده شدهcاین نتایج در شکل )
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 تمرین: 

 و راستای محور خنثی را تعیین کنید. Bو  Aهای وجود آمده در گوشهتنش خمشی به (3

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

های اهگتکیه تیر قادر به تحمل آن باشد، تعیین کنید. کهوارد بر تیر مطابق شکل را  wحداکثر شدت بار گستردۀ یکنواخت  (1

𝜎𝑎𝑙𝑙𝑜𝑤تیر ساده فرض شوند.  = 165 MPa 

 

𝑤 پاسخ: = 4.37 kN/m 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 ضمن تعیین موقعیت مرکز سطح مقطع تیر مطابق شکل زیر، حداکثر تنش خمشی و راستای محور خنثی را تعیین کنید.  (1
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 مرکبتیرهای با مقطع 
تیرهایی که از دو یا چند مادۀ مختلف ساخته شده باشند، تیرهای مرکب نامبده 

های فولادر در بالا و پایین، برای مثال، تیر مطابق شکل، از چوب و تسمه شوند.می

برای استحکام بیشتر آن، ساخته شده است. فرمول خمش برای اعضای همگن 

 های عمودی در تیر مرکبرای تعیین تنشتواند مستقیماً بنمیدست آمده است و به

یک مقطع مرکب به مقطع همگن « تبدیل»استفاده شود. در این بخش، روشی برای 

 معادل آن معرفی شده است.

، باسختی متفاوت 2و  1منظور، تیر مرکب مطابق شکل زیر را که از دو مادۀ بدین

ن دو ماده کامل باشد و تغییر شکل مقطع در محل اتصال پیوسته کنیم اتصال بیفرض می گیریم.ساخته شده است را در نظر می

ی صورت صفحه باقباشد. اگر یک لنگر خمشی بر این تیر اعمال شود، همانند یک تیر همگن، سطح مقطع کل پس از خمش به

از  ن در دورترین فاصلهطور خطی، از صفر در محل محور خنثی، تا مقدار حداکثر آماند. بنابراین، تغییر فرم نسبی عمودی بهمی

𝜎، تنش عمودی از رابطۀ 1خطی فرض کنیم، در هر نقطه در مادۀ کند. اگر ماده را ارتجاعی محور خنثی تغییر می = 𝐸1𝜖  

𝜎توزیع تنش از رابطۀ ، 2و در برای مادۀ  آیددست میبه = 𝐸2𝜖 باشد،  2تر از مادۀ سخت 1اگر مادۀ  شود.حاصل می𝐸1𝐸2 

تنش در محل اتصال دو ماده توجه کنید. به ناپیوستگی  ( خواهد بود.d( و )cهای )بوده و بنابراین، توزیع تنش شبیه مشابه شکل

 شود.دلیل تغییر ناگهانی در مدول الاستیسیته، تنش نیز دچار تغییر ناگهانی میکه تغییرفرم نسبی یکسان است، بهبا وجود آن

کنیم. بدین صورت که تیر را ساخته شده از را جایگزین می یافتۀ معادلمقطع تبدیلتر شود، ادهکه توزیع تنش سبرای آن

که دارای سختی کمتر است فرض کنیم، باید بخش بالایی  2کنیم. اگر مقطع معادل را از جنس مادۀ فرض می 2یا مادۀ  1مادۀ 

توان کرد را تحمل کند. پهنای لازم را میتر حمل میتوسط مادۀ سختتر در نظر بگیریم تا بتواند باری معادل با آنچه تیر را پهن

𝑑𝐹 این نیرو برابر است با:  تعیین کرد. dAکننده روی سطح عمل dFبا در نظر گرفتن نیروی  = 𝜎𝑑𝐴 = (𝐸1𝜖)𝑑𝑧 𝑑𝑦. 

𝑑𝐹ت: توان نوشمی باشد، n dz( برابر با eدر شکل ) dyکه جزء متناظر با ارتفاع با فرض آن = 𝜎𝑑𝐴 = (𝐸2𝜖)𝑛 𝑑𝑧 𝑑𝑦 .

 )محور خنثی( ایجاد کنند خواهیم داشت: zگشتاور یکسانی حول محور طوری که ها، بهبا مساوی قرار دادن این نیرو

 (𝐸1𝜖)𝑑𝑧 𝑑𝑦 = (𝐸2𝜖)𝑛 𝑑𝑧 𝑑𝑦 و درنتیجه:  
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دهد که مقدار پهنای سطح مقطع اولیه در ناحیۀ با سختی این عدد نشان می شود.، ضریب تبدیل نامیده میnعدد بدون بعد 

𝑏2یافته به ، باید در مقطع تبدیلbتر، بیش = 𝑛𝑏 .افزایش یابد 

( نشان داده شده است، خواهد fیبه آنچه در شکل )سطح مقطع، شتر تبدیل شود، تر به مادۀ سختاگر مادۀ نرمطور مشابه، به

𝑛بود. که در آن  = 𝐸2/𝐸1  است. در این حالت، ضریب تبدیل𝑛  کمتر از یک خواهد بود، چون𝐸1𝐸2 .است 

توان تیجه، می( خواهد بود.  درنh( و )gهای )صورت خطی و مطابق شکلیافته، بهتوزیع تنش عمودی روی سطح مقطع تبدیل

یافته، فرمول خمش را برای تعیین تنش در هر نقطه از سطح تبدیلبا تعیین مرکز سطح )محل محور خنثی( و گشتاور اینرسی 

در  یافته و تیر واقعی یکسان است اما برای محاسبۀ تنشنشده، تنش در تیر تبدیلکار برد. برای مادۀ تبدیلیافته بهتیر تبدیل

 ( ضرب کرد.𝑛)یا  𝑛دست آمده را باید در تنش به شده،مادۀ تبدیل

 

 

 
𝑀، تحت تأثیر لنگر خمشی تیر مرکب مطابق شکل :9مثال = 2 𝑘𝑁.𝑚 

𝐸𝑤 تعیین کنید. Cو  Bهای عمودی را در نقاط تنش دارد.قرار  = 12 𝐺𝑃𝑎 

𝐸𝑠𝑡و  = 200 𝐺𝑃𝑎. 

 

 

 
چون فولاد سختی  کنیم.فرض می یافته را تماماً از فولادمقطع تبدیل حل:

بیشتری دارد، باید پهنای چوب کاهش یابد تا به مقدار معادل فولادی برسد. 

𝑛در این حالت،  = 𝐸𝑤/𝐸𝑠𝑡 :فرض شده است. بدین ترتیب 

 

 

 
نرسی نسبت به محور گشتاور ای

 خنثی:
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 عبارتند از: Cو  𝐵 با استفاده از فرمول خمش، تنش عمودی در نقاط عمودی: هایتنش

 

 

 

 

 
 

 ، چوب برابر است با:Bتنش عمودی در نقطۀ 

 

 ( نشان داده شده است.d(، و توزیع تنش در مقطع مرکب، در شکل )cشکل ) توزیع تنش در مقطع معادل، در

 

 تمرین

𝑐𝑜𝑛(𝜎𝑎𝑙𝑙𝑜𝑤)که: در صورتیفولادی مطابق شکل، -در تیر مرکب بتنی (4 = 10 𝑀𝑃𝑎  و(𝜎𝑎𝑙𝑙𝑜𝑤)𝑠𝑡 = 165 𝑀𝑃𝑎 

 باشد،حداکثر لنگر خمشی مجاز قابل اعمال بر تیر را تعیین کنید.

𝐸𝑠𝑡 = 200 𝐺𝑃𝑎   و𝐸𝑐𝑜𝑛 = 22.1 𝐺𝑃𝑎 
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 آرمهتیرهای بتن
حیۀ در نا توزیع تنشز نظر کردن ابا صرفخورد، بهای کششی، بتن ترک که تحت اثر تنشآرمه، با فرض آندر تیرهای بتن

وی مقطع، ها بر رتنششود؛ بنابراین، توزیع های کششی فقط توسط فولادها تحمل شود که تنشچنین فرض میکششی مقطع، 

 خواهد بود. (b) مطابق شکل

 

 

ابتدا ، وربرای تحلیل تنش، لازم است ابتدا موقعیت محور خنثی و حداکثر تنش در فولاد و بتن مشخص شوند. برای این منظ

𝑛، با استفاده از ضریب تبدیل 𝐴𝑠𝑡سطح فولاد،  = 𝐸𝑠𝑡/𝐸𝑐𝑜𝑛  شودبتن تبدیل میبه سطحی معادل (𝑛 > (. نخست لازم 1

را  ỹ𝐴∑، گشتاور دو سطح، ℎاست موقعیت محور خنثی معلوم شود. برای محاسبۀ فاصلۀ لبۀ فوقانی مقطع تا محور خنثی، 

ȳ :دهیم، زیراار میمساوی صفر قر = ∑ỹ𝐴 /∑𝐴 =  است. بنابراین: 0

 

 

ولاد ها در بتن و فیافته حول محور خنثی، با استفاده از فرمول خمش، تنشآنگاه پس از محاسبۀ گشتاور اینرسی مقطع تبدیل

 شوند.محاسبه می

تحت اثر لنگر خمشی  ،(aآرمه با مقطع نشان داده شده در شکل )تیر بتن: 9مثال

𝑀 = 60𝑘𝑖𝑝. 𝑓𝑡  فولادی و  هایدر هریک از میلهقرار دارد. تنش عمودی

 حداکثر تنش عمودی در بتن را محاسبه کنید.

𝐸𝑠𝑡 = 29(103) 𝑘𝑠𝑖   و𝐸𝑐𝑜𝑛 = 3.6(103) 𝑘𝑠𝑖 

 

( خواهد bیافته مطابق شکل )با صرفنظر کردن از بتن کششی، مقطع تبدیل حل:

 بود.
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ỹ𝐴∑ت مرکز سطح روی محور خنثی قرار گیرد، بنابراین: لازم اس =  یا: 0

 

 

 یافته حول محور خنثی:گشتاور اینرسی مقطع تبدیل

 

 تنش عمودی در بتن:

 

 جای فولاد قرار گرفته است:تنش عمودی در نوار بتنی که به

 

 درنتیجه، تنش عمودی در هر یک از دو میلۀ فولادی عبارت است از:

 

 

 ( نشان داده شده است.cزیع تنش در مقطع، در شکل )تو

 

 تمرین

اگر تنش کششی مجاز فولاد،  آرمه با مقطع مطابق شکل زیر،تیر بتندر  (11
(𝜎𝑎𝑙𝑙𝑜𝑤)𝑠𝑡 = 40 𝑘𝑠𝑖  ،و تنش فشاری مجاز بتن(𝜎𝑎𝑙𝑙𝑜𝑤)𝑐𝑜𝑛 = 3 𝑘𝑠𝑖 

قطع چقدر است؟ )فرض کنید باشد، حداکثر لنگر خمشی قابل تحمل برای این م

 تنش کششی تحمل کند(.تواند بتن نمی

𝐸𝑠𝑡 = 29(103) 𝑘𝑠𝑖   و𝐸𝑐𝑜𝑛 = 3.8(103) 𝑘𝑠𝑖 
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 لنگر خمشی و بار محوری( ناشی از های)ترکیب تنشبارگذاری محوری خارج از مرکز 

ارگذاری وارده از مرکز سطح مقطع عبور نکند، ب هرگاه خط اثر بار محوری

از میله،  Cآید. در نقطۀ رو پدید میبهمحوری خارج از مرکز، مطابق شکل رو 

شود. تنش عمودی روی علاوه بر نیروی محوری، لنگر خمشی نیز ایجاد می

ری های محوحاصل از ترکیب تنشکند، مقطعی از میله که از این نقطه عبور می

شود، محور طور که دیده میو خمشی، در شکل زیر نشان داده شده است. همان

شود که تنش کششی حاصل از نیروی می هنگامی مشخصخنثی روی مقطع، 

در غیر  . (c)شکل  محوری، از تنش فشاری ناشی از لنگر خمشی بیشتر باشد

 ( خواهد بود.dگیرد و توزیع تنش، همانند شکل )صورت مقطع تماماً تحت فشار قرار میاین

 

 

 

 

 

 

دهندۀ تنش کششی و علامت منفی  دست آید. علامت مثبت، نشانتواند از رابطۀ زیر بههر نقطه از مقطع، میتنش عمودی در 

 تنش فشاری است. 

 

 

، زنجیر مطابق شکل مقابل ساخته شده in 0.5های فولادی، به قطر با خم کردن میله: 8مثال

های کششی و فشاری در تنشبر این زنجیر وارد شود، اولاً ماکزیمم  N 700است. اگر نیروی 

دست آورید؛ ثانیاً فاصلۀ بین خط گذرا از مرکز سطح و محور خنثیِ قسمت مستقیم میله را به

 مقطع عرضی را تعیین کنید.

  حل:

و  Pنیروهای داخلی در مقطع عرضی، معادلند با نیروی  های کششی و فشاری:اکزیمم تنشم

 .ه است( نشان داده شدbکه در شکل ) Mلنگر خمشی 
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( نشان داده d( و )cهای )های عمودی ناشی از نیروی محوری و لنگر خمشی، در شکلتوزیع تنش 

 شوند: صورت زیر محاسبه میها بهاند. این تنششده

 

 

 

 

 شوند:شرح زیر محاسبه میهای کششی و فشاری در مقطع، بهاز ترکیب این دو توزیع تنش، ماکزیمم تنش

 

 

( نشان داده eر شکل )ها داین تنش

 اند.شده

 

  

 

، فاصلۀ مرکز سطح نسبت به محور خنثی، 𝜎𝑥با مساوی صفر قرار دادن : فاصلۀ بین محور گذرا از مرکز سطح و محور خنثی

𝑦0آیددست می، به: 
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 ره(های حاصل از بار محوری و خمش دومحوترکیب تنش) حالت کلی بارگذاری محوری خارج از مرکز

و  𝑀𝑦و لنگرهای خمشی  Fشکل زیر عضوی که تحت اثر نیروی محوری  در

𝑀𝑦  قرار دارد نشان داده شده است. محورهایy  وz  محورهای اصلی سطح

تنش عمودی حاصل  کنند.مقطع این عضو هستند که از مرکز سطح آن عبور می

توان از رابطۀ زیر بهمی ،zو  yدر نقطۀ دلخواهی با مختصات  رااز این بارگذاری 

 دست آورد:

 

 

 :7مثال

صورت به ،نشان داده شده است طور که در شکلهمان ،kips 800 یفشار یمحوربار 

 مودیعتنش  یعتوز شود.خارج از مرکز، بر یک ستون کوتاه با مقطع مستطیلی وارد می

)برای  یدکن یینتعاز این ستون و موقعیت محور خنثی را  ABCD مقطع یبر رو

  .(این مقطع به اندازۀ کافی از محل اثر نیرو فاصله دارد ،تمرکز تنش گیری از تأثیرجلو

 

دست به شرح زیر به ،ABCD با رسم نمودار جسم آزاد، نیروهای داخلی در مقطع حل:

 آیند:می

 

 های حاصل از این نیرو و لنگرهای خمشی، عبارتند از:تنش
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 توان نوشت:های مقطع، میمربوط به لبه yو  zشود، با قرار دادن های مقطع ایجاد میلبه های ماکزیمم، درتنش

 

 

 :توان نوشتهای مقطع، میها در گوشهجمع جبری تنشبا : هاترکیب تنش

  

 

 

 موقعیت محور خنثی:

𝜎𝑥 .ا قرار ب را مساوی با صفر قرار دهیم برای تعیین موقعیت محور خنثی، باید در رابطۀ 

 :توان نوشتمیدست آمده دادن مقادیر به

0 = −100 − 75𝑦 − 150𝑧 

𝑦با مساوی قرار دادن  :CDواقع در لبۀ  از محور خنثی Rمختصات نقطۀ  = −20 𝑖𝑛  ،در معادلۀ فوق𝑧 = 3.33 𝑖𝑛 به

 آید.دست می

𝑧با مساوی قرار دادن  :ABواقع در لبۀ  از محور خنثی Sمختصات نقطۀ  = −10 𝑖𝑛 معادلۀ فوق،  در𝑦 = 6.67 𝑖𝑛 به

 .آیددست می

 تمرین:

از پایۀ  a-aهای مقطع واقع در صفحۀ های حاصل از تأثیر بار محوری فشاری نشان داده شده در شکل زیر را در گوشهتنش (11

 مطابق شکل زیر را محاسبه کنید و موقعیت محور خنثی را تعیین کنید.
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  پیوست فصل ششم:
 سی سطحضرب اینرحاصل

در حالت کلی، گشتاور اینرسی یک سطح محاسبه شده حول هر محور متفاوت است. در برخی کاربردهای طراحی مهندسی، 

دهند. یدست مگشتاور اینرسی برای سطح را بهین ترتیب، بیشترین و کمتردانیم که بهگیری محورهایی را بلازم است جهت

ی ضرب اینرسگیرد؛ اما برای استفاده از این روش، ابتدا باید حاصلبحث قرار میروش تعیین این محورها، در بخش بعدی مورد 

 تعیین کرد. yو  xو نیز گشتاور اینرسی سطح را برای محورهای مفروض 

  شود:، چنین تعریف میمقابلدر شکل  Aبرای سطح  ضرب اینرسیحاصل

 

 

 
 yیا  x(؛ اما از آنجا که 𝑚4 ،𝑚𝑚4 طول به توان چهار است )مثلاً: ضرب اینرسی نیز دارای بعدمشابه با گشتاور اینرسی، حاصل

ضرب اینرسی ممکن است مثبت یا همواره کمیتی مثبت است، حاصل dA کهدر حالیهایی منفی باشند، ممکن است کمیت

محور تقارن  yیا  xگر محور گیری محورهای مختصات بستگی دارد. برای مثال، او جهت منفی باشد که این موضوع به موقعیت

زده  ، برای یک سطح مساوی با صفر خواهد بود. برای نشان دادن این مطلب، سطح سایه𝐼𝑥𝑦ضرب اینرسی سطح باشد، حاصل

( وجود x,-y(، یک جزء متناظر واقع در )x,yواقع در نقطۀ ) dA( را در نظر بگیرید که در آن برای هر جزء aشده در شکل )

ها یا انتگرال تمام جزء ، جمع جبری آن-xydAو  xydAترتیب عبارتند از: ها بهضرب اینرسی برای این جزءن حاصلچو دارد.

 ضرب اینرسی برای کل سطح صفر خواهد شد.شوند؛ درنتیجه، حاصلهای انتخاب شده به این طریق با هم حذف میسطح

 

 

 

 

 

بیانگر محورهای مرکز سطحی  𝑦و  𝑥را در نظر بگیرید که در آن ( b)شده در شکل سطح سایه زده قضیۀ محورهای موازی:

عبارتند   yو  xنسبت به محورهای  dAضرب اینرسی ها هستند. چون حاصلمحورهای متناظر موازی با آندهندۀ نشان  yو  xو 

 ح داریم:از                                                         ، پس برای کل سط
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سطح نسبت به محورهای مرکز سطحی است. جملات دوم و سوم          ضرب اینرسی جملۀ اول در سمت راست، بیانگر حاصل

ارم که انتگرال چهصفرند، چرا که گشتاورهای سطح نسبت به محورهای مرکز سطحی در نظر گرفته شده است. با توجه به این

 م داشت:بیانگر کل مساحت سطح است، خواهی

 

 

 گشتاورهای اینرسی حول محورهای مایل

𝐼𝑥 ،𝐼𝑦ضرب اینرسی در طراحی مهندسی، گاهی لازم است گشتاورها و حاصل محورهای برای سطح را نسبت به  𝐼𝑥𝑦  و   

مختصات که در شکل زیر نشان داده شده است،  طورکنیم. همانبه محاس 𝐼𝑥𝑦و   ،𝐼𝑥 ،𝐼𝑦، با وجود معلوم بودن 𝑦و  𝑥مایل 

 تا هریک از این دو دستگاه مختصات، توسط معادلات تبدیل به هم مربوطند. dAاز جزء سطح 

 

 تبدیل خواهند شد به: 𝑦و  𝑥حول محورهای  dAضرب اینرسی با استفاده از معادلات، گشتاورها و حاصل

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

خواهیم                                                                         که :گیری و توجه به اینا بسط هر یک از روابط و انتگرالب

 داشت:
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 :های مثلثاتیتوان با استفاده از تساویاین معادلات را می

  تر کرد که درنتیجه:ساده

  

 

 

 

 

𝐼𝑥 ،𝐼𝑦 باید توجه کرد که: گشتاورهای اصلی اینرسی اکنون  بستگی دارند.  𝑦و  𝑥و محورهای  به زاویۀ  𝐼𝑥𝑦  و   

𝐼𝑦و 𝐼𝑥 گشتاورهای اینرسی سطح هاکنیم که حول آناز این محورها را تعیین میای ویژه گیریجهت حداکثر و حداقل    

شود و گشتاورهای اینرسی متناظر حول این محورها، اینرسی نامیده می محورهای اصلیوضعیت خاص محورها،  باشند. این

، یک مجموعه محورهای اصلی وجود دارد؛ اما در Oطور کلی، برای هر مبدأ انتخابی بهگشتاورهای اصلی اینرسی نام دارند. 

 است. Oترین موقعیت برای مقاومت مصالح، مرکز سطح مهم

𝜃توان زاویۀ می = 𝜃𝑝 گیری از اولین رابطه از معادلات کند، با مشتقگیری محورهای اصلی سطح را مشخص میرا که جهت

 دست آورد. بنابراین:و صفر قرار دادن نتیجه به فوق نسبت به 

 

 

 

𝜃بنابراین در  = 𝜃𝑝، 

 

 

 

 

باهم اختلاف دارند و  ℃90ه است ک 𝜃𝑝2و  𝜃𝑝1این معادله دارای دو ریشۀ 

 سازند.بنابراین، زاویۀ شیب هریک از محورهای اصلی را مشخص می

های نشان توان از روی مثلثمیرا  2𝜃𝑝2و  2𝜃𝑝1سینوس و کسینوس زوایای 

 دست آورد.که بر پایۀ معادلۀ فوق قرار دارند، به مقابل،داده شده در شکل 

 

 

 

 

𝐼𝑦و  𝐼𝑥ثاتی در اولین یا دومین رابطه از معادلات مربوط به  اگر این روابط مثل قرار داده شده و روابط ساده شوند، به نتیجۀ   

 زیر خواهیم رسید:
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دهد. همچنین، اگر روابط مثلثاتی دست میاین نتیجه، حداکثر یا حداقل گشتاور اینرسی سطح را بهبسته به علامت انتخاب شده، 

𝐼𝑥𝑦شود که قرار داده شوند، ملاحظه می 𝐼𝑥𝑦  در رابطۀ مربوط به 𝜃𝑝2و  𝜃𝑝1فوق برای  = ضرب اینرسی ؛ یعنی حاصل0

بنابراین نتیجه  ضرب اینرسی نسبت به هر محور تقارن صفر است؛نسبت به محورهای اصلی صفر است. قبلاً گفتیم که حاصل

  که هر محور تقارن و محور عمود بر آن، بیانگر محورهای اصلی اینسی سطح هستند. گیریممی

 

رو، را برای مقطع نشان داده شده در شکل رو به گشتاورهای اصلی اینرسی مثال:

 تعیین کنید. Cنسبت به محورهای گذرنده از مرکز سطح 

 

 

 حل:

 اند:شدهفصل ششم محاسبه  2گشتاورهای اینرسی این مقطع، در مثال 
 

 

 

 ضرب اینرسی سطح مقطع:محاسبۀ حاصل
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 ضرب اینرسی برای کل سطح مقطع، برابر است با:بنابراین، حاصل

 

 

 

 گشتاورهای اصلی اینرسی نسبت به محورهای گذرنده از مرکز سطح:

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ای شود که بخش عمدهمعلوم می توجه به شکل،دهد، چرا که با ر( رخ میحداکثر گشتاور اینرسی، حول محور  )محور اصلی بزرگت

 از سطح در فاصلۀ دورتری از این محور قرار دارند.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

199 

 

 محمد  رهنورد                                                  دانشگاه آزاد مشهد                                              1مقاومت مصالح 
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 برش در تیرها
در حالت کلی، یک تیر علاوه بر لنگر خمشی، تحت اثر  نیروی برشی نیز قرار 

در یک مقطع از تیر، در  Vهای برشی حاصل از نیروی برشی نشت گیرد.می

شود، در طور که در شکل ملاحظه میهمان شکل مقابل نشان داده شده است.

تنش برشی عرضی تشکیل  ههمرایک جزء کوچک، تنش برشی طولی به

 شود.می

 که از سه تختۀ مجزا ساخته برای نشان دادن این اثر، تیر مطابق شکل زیر را

اگر سطوح بالا و پایین هر تخته، صاف و بدون  ده است را در نظر بگیرید.ش

شود که باعث می Pبه هم نچسبیده باشند، نیروی ها اصطکاک باشد و تخته

، اما در (aها نسبت به یکدیگر بلغزند )شکل تختهدر هنگام تغییرشکل، 

کند و تیر بهجلوگیری می از لغزش نسبی هااد شده بین آنهای برشی طولی ایجبه هم چسبیده باشند، تنش هاکه تختهصورتی

 .(bکند )شکل صورت یکپارچه عمل می

 

 
نشان داده شده است. توزیع غیر یکنواخت تغییرفرم نسبی برشی،  Vتغییر شکل یک تیر تحت اثر نیروی برشی در شکل زیر 

 باعث تاب برداشتن مقطع شده است. 

 

صورتی که در خمش تیر، به سطح مقطعگیرد، نیروی برشی و لنگر خمشی قرار می ر تحت اثر توأمکه یک تیبنابراین، هنگامی

توانیم به دلیل کوچک بودن تابیدگی سطح مقطع، از آن صرف نظر فرض شد، دیگر مسطح باقی نخواهد ماند. با این وجود، می

ای فرض کنیم. این فرض در مورد تیرهایی که حهصورت صفسازی محاسبات، همچنان سطح مقطع را بهکنیم و در جهت ساده

 نسبت دهانه به ارتفاع مقطع آن زیاد باشد، خطای نسبتاً کمی دارد.

 فرمول برش
مقطع سایه زده  .( نشان داده شده استbدر نظر بگیرید. نمودار جسم آزاد جزء کوچکی از آن در شکل )( را aتیر مطابق شکل )

کنیم تنش برشی در ( مشخص شده است. فرض میc، در شکل )tو پهنای   𝐴نثی با مساحت از محور خ 𝑦شده در فاصل، 

 کند.عمل می t dxوجه پایین ثابت باشد.این تنش برشی روی سطح  tپهنای 



 

193 

 

 محمد  رهنورد                                                  دانشگاه آزاد مشهد                                              1مقاومت مصالح 

 
 

 توان نوشت.کارگیری تعادل نیروی افقی و استفاده از فرمول خمش میبا به

 

 

 اشت:، خواهیم دبا حل این معادله برای 

 

 

 

توان رابطه فوق را ساده کرد. مقدار با توجه به معادلۀ                          ، می

حول محور خنثی است. چون موقعیت مرکز  𝐴، بیانگر لنگر اول سطح انتگرال

 توان نوشت:شود، میاز رابطۀ                                 تعیین می 𝐴سطح 

 

 

 

  صورت زیر نوشت:توان به، فرمول برش را میبنابراین

 

 

 

عمل کننده روی صفحات طولی تیر را در نظر گرفتیم، از آن برای  های برشیدست آوردن این فرمول، تنها تنشاگرچه در به

ار کند صورت ارتجاعی خطی رفتهمچنین لازم است ماده به شود.تیر نیز استفاده می یافتن تنش برشی عرضی روی سطح مقطع

 و دارای مدول الاستیسیتۀ یکسان در کشش و فشار باشد.

 شکل، نشان داده شده است. شکل و  Tبرای یک مقطع مستطیلی، مقطع  Qدر شکل زیر، محاسبۀ 
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( از دو تختۀ به هم پیوسته ساخته شده است. حداکثر تنش برشی مورد نیاز در چسب aتیر نشان داده شده در شکل ): 1مثال

 ها در محل درز لازم است، محاسبه کنید.که برای در کنار هم نگهداشتن تخته را
 

 

 

 

 

 

 

 

( نشان داده شده bگاهی و نمودار نیروی برشی تیر در شکل )های تکیهواکنش حل:

دست آمده است. به kN 19.5بیشترین نیروی برشی در طول تیر برابر با  است.

 شود:شرح زیر محاسبه میوی برشی بهحداکثر تنش برشی حاصل از این نیر
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 تمرین:

𝜏𝑎𝑙𝑙𝑜𝑤) تواند بر تیر مطابق شکل زیر وارد شود، چقدر است؟ ی که میگستردۀ یکنواختبیشترین مقدار بار  (1 = 800 𝑝𝑠𝑖) 

 

 

 

 

 

 
 

 

𝑤 کهدر صورتی (2 = 800 𝑙𝑏/𝑓𝑡 وق را تعیین کنید.باشد، تنش برشی ماکزیمم مطلق در تیر ف 

 

 جریان برش در اعضای مرکب از چند قطعه 
های زیر جوش، میخ، پرچ یا پیچ، مطابق شکل ازدر تیرهای مرکب از قطعات مختلف، برای جلوگیری از لغزش اعضای اتصال، 

  شود:استفاده می

 

 

 

 

 

 
بارگذاری برشی بر  شود، اطلاع داشته باشیم.ا تحمل میهباید از مقدار نیروی برشی که به وسیلۀ آنبرای طراحی این اتصالات، 

، را qمقدار جریان برش،  شود.نامیده می« جریان برش»شود، می گیریاندازهنیرو بر واحد طول  صورتکه بهیرها، هنگامیتاین 

 د.کار رفت، تعیین کرچه برای یافتن تنش برشی در تیر بهتوان با استفاده از روشی مشابه با آنمی

طور همان ( در نظر بگیرید.aاین موضوع، محل اتصال بخش عمودی به قسمت افقی )بال( را در تیر مطابق شکل ) نبرای نشان داد

، F+dFو  Fروی این قسمت عمل کنند. دو نیرو از این نیروها، ( نشان داده شده است، سه نیروی افقی باید bکه در شکل )

برای برقراری تعادل باید آیند. نیروی سوم که وجود میبه M+dMو  Mحاصل از لنگرهای  های قائموسیلۀ تنشترتیب بهبه

نتیجۀ  dFبا توجه به این موضوع که  دهنده تحمل شود.وسیلۀ اتصالکند و باید بهباشد، در محل اتصال عمل می dFبرابر با 

dM توان نوشت:است، همانند فرمول برش، می 
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 dxحول محور خنثای کل مقطع( است. چون طول این بخش،  𝐴)گشتاور اول سطح  Qیانگر کمیت انتگرال در رابطۀ فوق، ب 

𝑞است، جریان برش، یا نیرو بر واحد طول در راستای تیر، عبارت است از  = 𝑑𝐹/𝑑𝑥 بنابراین، با تقسیم کردن هر دو سمت .

𝑉 کهو توجه به این dxرابطه بر  = 𝑑𝑀/𝑑𝑥  ،توان نوشتمیاست: 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 هامحاسبۀ فاصلۀ بست

ها شوند، لازم است فاصلۀ بین این بستهایی همچون میخ، پیچ یا پرچ به هم متصل میقطعات یک تیر توسط بستوقتی 

 های زیر،با توجه به شکلباشد،  Fها برابر با محاسبه شوند. مثلاً اگر بیشترین نیروی برشی قابل تحمل برای هرکدام از بست

𝐹        وان نوشت:تیم = 𝑞. 𝑠  شود:ها از رابطۀ زیر محاسبه میدرنتیجه، فاصلۀ بین بست 

𝑠 =
𝐹

𝑞
 

هایی مطابق شکل زیر ساخته شده است؛ اگر هر میخ بتواند از به هم پیوستن چهار تخته با میخشکل زیر تیر قوطی :2مثال

را طوری تعیین کنید که تیر بتواند در برابر برش عمودی  Cو  Bرا در  هارا تحمل کند، حداکثر فاصلۀ میخ lb 30نیروی برشی 

80 lb .مقاومت کند 

 

 

 

 

 حل:

  است: مقابلنمودار نیروی برشی تیر، مطابق شکل : نیروی برشی داخلی 
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 خواص مقطع:

 

 

دست ( بهcشدۀ شکل )که از سطح مشخص 𝑄𝐵با استفاده از  Bجریان برش در 

، آنهای همین بخش از تیر است که در کنار سایر قسمت شود.ن میآید، تعییمی

وسیلۀ الیاف تخته، روی سمت راست ها روی سمت چپ و بهوسیلۀ میخبه

 شود. بنابراین:داشته مینگه

 

 

ستفاده از سطح مشخص شده توان با ارا می Cطور مشابه، جریان برش در به

 ( تعیین کرد:dدر شکل )

 

 

 

 :جریان برش

 

 

 

 

 

 عبارتند از: Cو  Bها در را تحمل کند، فواصل میخ lb 30تواند نیروی برشی چون هر میخ می

 

 

 

 

 

 

 تمرین:

های بالا و پایین آن به بالهایی دو صفحۀ فولادی یکسان که با پیچشکل و  Iتیر مطابق شکل زیر از یک نیمرخ فولادی  (3

𝑉تحت نیروی برشی  اگر این تیر اند، تشکیل شده است.متصل شده = 300 𝑘𝑁 هارا قرار گیرد، بیشترین فاصلۀ مجاز پیچ

متر گرد کنید. هر ترین عدد صحیح برحسب میلیتعیین کنید و تا نزدیک

 را تحمل کند. 𝑘𝑁 30تواند نیروی برشی پیچ می
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 جریان برش در اعضای جدارنازک
توان برای یافتن توزیع جریان برش در سرتاسر سطح جریان برش را می که چگونه معادلۀنشان دهیم خواهیم در این بخش، می

کنیم که عضو دارای جدارۀ نازکی است؛ یعنی ضخامت دیوارۀ آن، در مقایسه با ارتفاع یا پهنای کار برد. فرض میمقطع عضو به

کند. برای عمل می همانند تنش برشی، جریان برش هم روی صفحات طولی و هم روی صفحات عرضی مقطع کوچک است.

( در نظر بگیرید. نمودار جسم aپهن را مطابق شکل )از یک تیرآهن بال dxطول نشان دادن چگونگی راستای آن، جزء کوچکی به

باید در راستای مقطع طولی عمل  dFاند. نیروی ( نشان داده شدهc( و )bهای )از بال فوقانی در شکل Cو  Bآزاد دو قسمت 

اند را متعادل سازد. اگر وجود آمدهبه M+dMو  Mترتیب بر اثر لنگرهای را که به F+dFو  Fعمود بر سطح کند تا نیروهای 

و  (b) هایروی سطح مقطع مطابق شکل qهای عرضی از هر قسمت برداشته شوند، مؤلفه Cو  Bهای های واقع در گوشهجزء

(c) عمل خواهند کرد. 

 

   

𝐶و  𝐵توان نشان داد که جریان برش در نقاط متناظر با استفاده از این روش، می   روی بال

 است. Cو  Bنیز مشابه نقاط  (dشکل ) نشان داده شده درپایین مقطع، 

 

 

 تیر و عاریبه دلیل نازک بودن بال (،eبا توجه به شکل )

 هایتوان از مؤلفهبودن سطوح بالا و پایین آن از تنش، می 

 هایی . بنابراین، فقط مؤلفهنظرکردرش، صرفعمودی جریان ب 

 کنند، در نظرهای بالا عمل میموازات لبهاز جریان برش که به

 گرفته خواهد شد.

 

( aرا در طول سمت راست بال فوقانی تیر در شکل )توانیم توزیع آنپس از تعیین راستای جریان برش در هر بال، اکنون می

 کند.از مرکز سطح مقطع عمل می xرنگ، به فاصلۀ را در نظر بگیرید که روی جزء تیره qن برش بیابیم. برای این منظور، جریا
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 توان نوشت:است؛ بنابراین می                                                    جا، در این

 

 

 

(؛ که از مقدار xشود که توزیع تنش خطی است )بر حسب با توجه به رابطۀ فوق، معلوم می

𝑞 = 𝑥در  0 = 𝑏 𝑓(𝑞𝑚𝑎𝑥)تا مقدار  ⁄2 = 𝑉 𝑡 𝑑 𝑏/4𝐼  در𝑥 = )از  کندتغییر می 0

در  توزیع جریان برشدلیل تقارن و با تحلیلی مشابه، به .نظر شده است(ضخامت جان تیر صرف

  است. ( نشان داده شدهdها نیز به همین صورت خواهد بود. نتایج در شکل )سایر بال

 dxگیری تعیین شود. چون نیروی روی جزء تواند با انتگرالکل نیروی ایجاد شده در بال نیز می

𝑑𝐹برابر است با ( bدر شکل ) = 𝑞 𝑑𝑥:بنابراین ، 
 

 

 

 

 ( تعیین کنیم:dتوانیم این نتیجه را با یافتن سطح زیر مثلث، در شکل )میهمچنین 

 

 

 

شود ( نشان داده شده است و با توجه به جهت این نیروها، ملاحظه میe) در شکل 𝐹𝑓هر چهار نیروی 

 که تعادل نیروهای افقی در سطح مقطع برقرار است.

 

به سمت پایین عمل کند؛ در  qتوانیم جریان برش را در جان تیر محاسبه کنیم. در اینجا لازم است ( میcبا استفاده از شکل )

 داریم: dyجزء 

 در نتیجه:

 

 

𝑦 درکند؛ از مقدار                                                صورت سهمی تغییر میبرای جان تیر، جریان برش به = 𝑑/2  تا 

𝑦در                                                         =  ( نشان داده شده است.fکه در شکل ) 0

 

 ، خواهیم داشت:𝑓𝑤جان تیر، گیری برای تعیین نیرو در با انتگرال
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 که گشتاور اینرسی برای سطح مقطع برابر است با:توان ساده کرد و با توجه به آنرابطۀ فوق را می

 

 

 

 توان نوشت:ها، میدلیل کوچک بودن ضخامت بالنظر کردن از جملۀ اول بهو صرف

 

 

𝐹𝑤شود که گذاری در معادلۀ فوق، ملاحظه میبا جای = 𝑉  شکل( است، که قابل انتظار بودe.) 

قرار دارد.تغییرات جریان  kip 10( تحت نیروی برشی aشکل )تیر قوطی :3مثال

 برش را در سرتاسر مقطع آن تعیین کنید.

 

 

 حل:

میانی جدارۀ مقطع  توانیم از ابعاد خطبرای اعضای جدارنازک، می کند.از مرکز سطح مقطع عبور میمحور خنثی دلیل تقارن، به

 در محاسبۀ گشتاور اینرسی استفاده کنیم.

 

(. bتقریباً برابر با صفر است )شکل  𝐴، مساحت Bتعیین شوند. برای نقطۀ  Dو  B،  Cتنها لازم است جریان برش در نقاط 

 بنابراین: در نظر گرفت. Bطور کامل در نقطۀ توان این مساحت را بهچرا که می

 پس:                                             

( مشخص شده است. در این شکل از ابعاد متوسط استفاده cدر شکل ) 𝐴، مساحت  Cبرای نقطۀ 

 توان نوشت:می های مقطع قرار دارد.روی تقاطع خطوط میانی جداره Cشده است؛ چون نقطۀ 
 

 

 و چون دو نقطۀ اتصال وجود دارد:

 

 

 

 شود:( محاسبه میdشده در شکل )با استفاده از سه مستطیل مشخص Dر جریان برش د

 
 چون دو نقطۀ اتصال وجود دارد:
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( eبا استفاده از این نتایج و تقارن سطح مقطع، توزیع جریان برش مطابق شکل )

صورت به(، Vشود، در راستای افقی )عمود بر طور که ملاحظه میخواهد بود. همان

 صورت سهمی است.(، بهVستای بخش عمودی )موازی خطی و در را

 

 

 

 

 

 تمرین

𝑉تیر آلومینیومی با مقطع نشان داده شده در شکل زیر، تحت نیروی برشی  (9 = 150 𝑁  قرار دارد.جریان برش در نقاطA 

 و همچنین حداکثر جریان برش را در این تیر تعیین کنید. Bو 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 باز مرکز برش در مقاطع جدارنازک
 شود.یک محور اصلی که محور تقارن نباشد را برای مقاطع جدارنازک باز، مطرح میدر این قسمت، اثر اعمال نیرو در راستای 

اگر این نیرو از امتداد مرکز  است. قرار گرفته Pکه تحت اثر نیروی  بامقطع ناودانی نشان داده شده ایطرهّ یک تیر( aدر شکل )

شود، باعث پیچش آن در جهت طور که ملاحظه میسمت پایین، همانبه وه بر حرکت این نقطه، عبور کند، علاCسطح، 

 نیز خواهد شد. گردساعت

( نشان داده شده است. اگر از این توزیع روی bها و جان تیر در شکل )برای درک این موضوع، توزیع جریان برش در طول بال

𝑉را در هر بال و نیروی  𝐹𝑓ی برآیند نیروگیری کنیم، سطوح بال و جان انتگرال = 𝑃  اگر لنگر آید. دست میجان تیر، بهدر

وسیلۀ نیروهای بال، باعث پیچش شود که کوپل پیچشی ایجادشده، بهبا هم جمع شود، ملاحظه می Aاین نیروها حول نقطۀ 

  شود.مقطع می
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 e، به فاصلۀ Oدر نقطۀ  (dطابق شکل )م را Pبرای جلوگیری از این پیچش، لازم است نیروی  

 برای تعادل مقطع لازم است                                باشد. بنابراین:از جان تیر، وارد کنیم. 

𝑒 =
𝐹𝑓𝑑

𝑃
 

باید توجه داشت  شود.صورت محاسبه شد، مرکز برش یا مرکز خمش نامیده میکه بدین Oنقطۀ 

  شود.ور تقارن سطح مقطع عضو، واقع میمرکز برش، همواره روی محکه 

 

افتد؛ زیرا جریان وارد شود، مطابق شکل زیر، هیچ پیچشی اتفاق نمی Aدر نقطۀ  Pو نیروی ، دبچرخ °90اگر این ناودانی را 

ر مقطع تیر اگواضح است که طور، همین کند.، لنگری ایجاد نمیAهاحول نقطۀ ها متقارن است و برآیند آنبرش در جان و بال

 شود.محل تلاقی این محورها، یا همان مرکز سطح، واقع می دارای دو محور تقارن باشد، مرکز برش منطبق بر

 

 

 

 

 

 

 
( aداده شده در شکل )موقعیت مرکز برش را برای مقطع ناودانی جدارنازک دارای ابعد نشان :4مثال

 را تعیین کنید.

 

 
مطابق  Pنیروی قائم ان شد، توزیع جریان برش حاصل از اعمال طور که پیش از این نیز بیهمان حل:

با  شود.در جان تیر می Vها و در بال 𝐹𝑓این جریان، باعث ایجاد نیروهای ( خواهد بود. bشکل )

در بال پایین تعیین شود. برای محاسبۀ   𝐹𝑓، کافی است فقط نیروی Aلنگرگیری نسبت به نقطۀ 

 :ایین، نیاز به محاسبۀ گشتاور اینرسی سطح حول محور خنثی داریم که عبارت است ازجریان برش در بال پ
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 عبارت است از: xدر موقعیت دلخواه  q( مقدار dبا استفاده از شکل )

 

 برابر خواهد بود با: 𝐹𝑓بنابراین، نیروی 

 
𝐹𝑓تعیین مساحت مثلث ) و سپس 𝑓(𝑞𝑚𝑎𝑥)توانستیم با یافتن البته همین نتیجه را می =

1

2
𝑏(𝑞𝑚𝑎𝑥)𝑓دست آوریم.( نیز به 

 ، خواهیم داشت:(cدر شکل ) Aبا لنگرگیری نسبت به نقطۀ تعیین مرکز برش: 

 

 
 درنتیجه:

 
 شود، مرکز برش فقط به هندسۀ سطح مقطع بستگی دارد.طور که ملاحظه میهمان

 

 تمرین

 مقاطع زیر محاسبه کنید.موقعیت مرکز برش را برای  (5
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 منحنی ارتجاعی تیر

ها و اطمینان از عملکرد مطلوب آن هابرای حفظ یکپارچگی و پایداری سازه

علاوه بر آن،  تغییر فرم یا خیز تیرها باید محدود شود. برداری،در زمان بهره

، تعیین گاهی آنهای تکیهدر تحلیل تیرهای نامعین استاتیکی و یافتن واکنش

 منحنی ارتجاعی تیر، ضرورت دارد.

منحنی تغییرشکل محور طولی تیر که از مرکز سطح تمام مقاطع عرضی 

با معلوم بودن نمودار لنگر خمشی تیر،  نام دارد. «منحنی ارتجاعی»گذرد، می

تحت لنگر خمشی مثبت، تقعر  شود.رسیم میمنحنی ارتجاعی به آسانی ت

 منحنی به سمت بالا و تحت لنگر خمشی منفی، تقعر به سمت پایین است.

 

 

 

 

 

به عنوان نمونه، نمودار لنگر خمشی و منحنی ارتجاعی یک تیر مطابق شکل زیر ترسیم شده است. با توجه به منحنی ارتجاعی، 

دارای بیشترین تغییر مکان و نقاط بدون تغییر مکان، قابل مشاهده است. محل تغییر  تغییر مکان نقاط مختلف تیر، ازجمله نقاط

 منحنی ارتجاعی است. نقطۀ عطف علامت لنگر خمشی )جایی که لنگر صفر است(،

 
 

 انحنا-رابطۀ لنگر

ر داخلی و شعاع انحنای ای که رابطۀ بین لنگمنحنی ارتجاعی، لازم است معادله برای یافتن شیب و تغییرمکان نقاط واقع در

گیریم که در آن یک تیر دست آوردن این رابطه، حالتی را در نظر میبرای به به دست آید.دهد، را نشان می ،منحنی ارتجاعی

مطابق شکل  ،xمستقیم، تحت بارهای واردۀ عمود بر امتداد محور 

(aقرار گرفته باشد. هنگامی ) که لنگر خمشی داخلیM  باعث

شود، زاویۀ بین مقاطع طرفین این جزء، می dx جزء تیر تغییرشکل

 با ( نشان داده شده است.bکه در شکل ) خواهد بود dبرابر با 

، رابطۀ بین تغییرفرم نسبی و شعاع انحنای 115صفحۀ  مراجعه به

ϵمنحنی ارتجاعی عبارت است از:  = −
𝑦

𝜌
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شته باشد، با استفاده از قانون دا که ماده همگن باشد و رفتار ارتجاعی خطیدر صورتی

 توان به رابطۀ زیر رسید: هوک و فرمول خمش، می

 

 

 

شود و همواره یک کمیت در این معادله، صلبیت خمشی نامیده می EIضرب حاصل

طور که در شکل همانجهت لنگر بستگی دارد. به  مثبت است. بنابراین، علامت 

در بالای تیر و اگر منفی  د، امتداد مثبت باش Mزیر نشان داده شده است، اگر 

  گیرد.قرار می vباشد، در پایین تیر یا جهت منفی 

 

 

 

 

 

 
 

از مردی در حال پرش با نیزه عکس گرفته شده و حداقل شعاع  :1مثال

ـیله به قطر مین زده شده است. اگر مـتخ m 4.5لۀ نیزه ـانحنای می

40 mm شده با شیشه با و از پلاستیک تقویت𝐸𝑔 = 131 𝐺𝑝𝑎 

 ساخته شده باشد، حداکثر تنش خمشی میله چقدر است؟

 

 

 

 حل: 
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 گیریجایی تیر با استفاده از انتگرالمحاسبۀ شیب و جابه

𝑣صورت توان از نظر ریاضی بهمنحنی ارتجاعی یک تیر را میمعادلۀ   = 𝑓(𝑥)  .دست آوردن این معادله، ابتدا به برایبیان کرد

1ید انحنا )با 𝜌⁄ را برحسب )v  وx شود:صورت زیر نوشته میهای حساب دیفرانسیل، این رابطه بهنوشت. براساس کتاب 

 

 

 :خواهیم داشتبنابراین 

 

 

 

( مقدار 𝑑𝑣/𝑑𝑥های خمشی تیرها چندان زیاد نیست؛ به عبارت دیگر، شیب نمودار منحنی ارتجاعی )در مسائل عملی، تغییرفرم

رو رابطۀ فوق مینظر کرد. از ایندر مخرج کسر، در مقابل عدد واحد صرف 2(𝑑𝑣/𝑑𝑥) توان از جملۀبنابراین میدارد. کوچکی 

 صورت زیر نوشته شود:تواند به

 
 

𝑉که: تواند به دو صورت دیگر نیز نوشته شود. با مشتق گرفتن از طرفین این رابطه و با توجه به آناین معادله می = 𝑑𝑀/𝑑𝑥 ،

 خواهیم داشت:

 

 

 

𝑤استفاده از معادلۀ و  مجددگیری مشتق با = 𝑑𝑉/𝑑𝑥توان نتیجه گرفت:، می 

 

 

 

ب صورت معادلات زیر مرتتوان بهاز آنجا که در اکثر مسائل مهندسی، صلبیت خمشی در طول تیر ثابت است، نتایج فوق را می

  کرد:

 

 

 

 

 



 

131 

 

 محمد  رهنورد                                                  دانشگاه آزاد مشهد                                              1مقاومت مصالح 

طور باید از این معادلات بهغییرمکان منحنی ارتجاعی تیر، دست آوردن تبرای به شرایط مرزی:

ه برای شود کگیری، یک ثابت انتگرال ظاهر میگیری کرد. در هر مرحله از انتگرالمتوالی انتگرال

ها با اعمال شرایط مرزی که ثابتها معلوم شود. این رسیدن به یک پاسخ واحد، باید مقادیر آن

 آیند.می دستگاهی و انتهایی تیر مشخص شده است، بهمختلف تکیهدر شکل مقابل برای شرایط 

د از یاگر نتوان منحنی ارتجاعی را با استفاده از یک مختصه بیان کرد، با شرایط پیوستگی:

های انتگرال محاسبه شوند. مثلاً در تیر مطابق شرایط پیوستگی استفاده کرد تا برخی از ثابت

توان برحسب مختصات انتخاب را می CDو  AB ،BCنواحی  شکل زیر، لنگر داخلی تیر در

گیری، شیب و تغییرمکان تیر را برای دست آمده از انتگرالنوشت. توابع به Aشده نسبت به نقطۀ 

دهد. هرچند منحنی ارتجاعی در طول این تیر از دست میهر ناحیه از تیر که در آن معتبرند به

پیوستگی منحنی تغییرشکل در نقاط مشترک نواحی مختلف، ا از کند، امیک معادله تبعیت نمی

های انتگرال مورد استفاده قرار دست آورد که در محاسبۀ ثابتتوان معادلاتی به، میCو  Bیعنی 

 گیرد. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

اویۀ به سمت راست باشد، ز xو اگر جهت مثبت  شودرو به بالا مثبت فرض می تغییرمکان تیر قرارداد علامت و مختصات:

به سمت چپ فرض  xشود. از طرف دیگر، اگر جهت مثبت در جهت پادساعتگرد، مثبت فرض می xنسبت به محور  شیب 

 در جهت ساعتگرد مثبت خواهد بود. شود، آنگاه 

𝑑𝑣از آنجا که  𝑑𝑥 ≈  dsدیگر،  ، طول افقی اولیۀ محور تیر و کمان منحنی ارتجاعی آن، تقریباً برابر خواهد بود. به عبارت⁄0

ند جا خواهجهت قائم جابهدر نتیجه، نقاط روی منحنی ارتجاعی فقط در  فرض کرد. dxتوان مساوی با های بالا را میدر شکل

≈تواند از رابطۀ بسیار کوچک است، مقدار آن برحسب رادیان می شد. همچنین، چون زاویۀ شیب  tan 𝜃 = 𝑑𝑣/𝑑𝑥 

 تعیین شود.
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( را تحت بارگذاری مثلثی aقدار تغییرمکان قائم تیر مطابق شکل )بیشترین م :2مثال

 تعیین کنید.

 

 

 کنیم:این مثال را به دو روش حل میحل: 

0و کافی است فقط محدودۀ  شودایجاد میبا توجه به تقارن، حداکثر تغییرمکان تیر در وسط دهانه روش اول:  ≤ 𝑥 ≤ 𝐿 2⁄ 

 در نظر گرفته شود.

( معادلۀ بارگذاری bوجه به نمودار جسم آزاد نشان داده شده در شکل )با ت معادلۀ لنگر:

 گسترده عبارت است از:

(1) 

 بنابراین:

 

 

 

 

 گیری از معادلۀ لنگر خواهیم داشت:با دو مرتبه انتگرال شیب و منحنی ارتجاعی:

 

(2) 

 

 

 

 

}های انتگرال، با اعمال شرایط مرزی: ثابت
𝑥 = 0
𝑣 = 0

}: رط تقارنو با توجه به ش {
𝑥 = 𝐿 2⁄
𝑑𝑣/𝑑𝑥 = 0

 آیند:دست میبه {

 
 

 بنابراین:

 
 

 

 

𝑥با قرار دادن  = 𝐿  آید:دست میدر رابطۀ منحنی ارتجاعی، بیشترین تغییرمکان قائم در وسط دهانه به ⁄2
 

 

 

دست با توجه به مقدار به د.شوکند، طبق قرارداد، منفی در نظر گرفته میچون بار گسترده رو به پایین عمل می وش دوم:ر
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 توان نوشت: ( می1از معادلۀ ) wآمده برای 

 

 

 

 

𝑥چون در  = 0 ،𝑉 =  +𝑤0𝑙/4  ،است𝐶1
 = 𝑤0𝑙/4 گیری مجدد، داریم:آید. با انتگرالبه دست می 

 

 

 

 

 

𝑥که در با توجه به آن = 0 ،𝑀 = 𝐶2 است، بنابراین:  0
 = به دست خواهد آمد و مانند روش قبلی ( 2. درنتیجه، معادلۀ )0

 یابد.ادامه می

را تحت  (a) حداکثر تغییرمکان قائم تیر مطابق شکل :3مثال

 در طول تیر ثابت است(. EIمحاسبه کنید ) Pنیروی متمرکز 

 

 

صورت نشان داده شده تغییرشکل تیرتحت بار متمرکز، بهحل: 

گی منحنی لنگر در با توجه به ناپیوست ( خواهد بود.bدر شکل )

محل اثر بار، دو مقطع، یکی قبل و دیگری بعد از محل اثر نیرو 

شود. نمودارهای آزاد این دو مقطع در شکل در نظر گرفته می

(c ،نشان داده شده است. لنگرهای خمشی در این دو موقعیت )

 عبارتند از:

با استفاده از معادلۀ  شیب و منحنی ارتجاعی:

0ناحیۀ  دیفرانسیل لنگر در ≤ 𝑥1 ≤ 2 𝑚  و

 گیری خواهیم داشت:دو بار انتگرال

 
 

 

 

2به همین ترتیب در ناحیۀ  ≤ 𝑥1 ≤ 3 𝑚 توان نوشت:نیز می 
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}، از دو شرط مرزی: دست آوردن چهار ثابت انتگرالبرای به
𝑥1 = 0
𝑣1 = 0

}و  
𝑥2 = 3 𝑚
𝑣2 = 0

: Bو دو شرط پیوستگی در  

{
𝑥1 = 𝑥2 = 2 𝑚

𝑑𝑣1/𝑑𝑥1 = 𝑑𝑣2/𝑑𝑥2
}در دو ناحیه یکسان است( و  B)شیب منحنی ارتجاعی در نقطۀ  

𝑥1 = 𝑥2 = 2 𝑚
𝑣1 = 𝑣2

استفاده می 

 کنیم.

 

 

 

 

 

 

 

 با حل این معادلات خواهیم داشت:

 

 

 

 شوند:صورت زیر نوشته میبه (4)تا  (1)بنابراین، معادلات 
 

 

 

 

 

 

 

 

دهد. در این رخ می AB، در فاصلۀ Dشود که بیشترین تغییرمکان قائم تیر در نقطۀ با نگاهی به منحنی ارتجاعی تیر، معلوم می

 خواهیم داشت:  (5)نقطه باید شیب نمودار صفر باشد. طبق معادلۀ 

 

 

 

 هد بود با:جایی قائم تیر برابر خوابیشترین جابه (6)با جایگذاری در معادلۀ 

 

 

 

 دهد.علامت منفی، تغییر مکان رو به سمت پایین را نشان می
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 تمرین

 جایی قائم تیر مطابق شکل را محاسبه کنیدبیشترین جابه (1

 

 

 

 

 

 

 جایی قائم تیر مطابق شکل را محاسبه کنیدبیشترین جابه (2

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تیرهای استاتیکی نامعین

مجهول آن از تعداد معادلات تعادل بیشتر های شود که تعداد واکنشیک عضو، در صورتی استاتیکی نامعین در نظر گرفته می

فته های زائد گگاهی اضافی روی تیر، که برای نگهداشتن آن در تعادل پایدار نیازی نیست، واکنشهای تکیهبه واکنش باشد.

چهار  برای مثال، تیر نشان داده شده در شکل زیر، برای محاسبۀ دهد.ها درجۀ نامعینی تیر را نشان میشود و تعداد آنمی

نشان داده شده است، سه معادلۀ تعادل کافی نیست؛  ،(bشکل ) در ،تیر آزاد جسمنمودار  گاهی مجهول که درواکنش تکیه

 بنابراین، این تیر، یک درجه نامعین است.

 
با  توانرا می هااین واکنش های اضافی را مشخص کنیم؛واکنشبتدا باید اگاهی تیرهای نامعین، تکیههای تعیین واکنشبرای 

 د.آوردست به، دنشومی نوشته معادلاتی که براساس شرایط سازگاریاستفاده از 

 گیریانتگرالروش 

گیری از معادلۀ ار انتگرالاز دو بشود. پس نوشته میو زواید مجهول  xبر حسب ، Mگر خمشی داخلی این روش، لندر  

𝑑2𝑣دیفرانسیل 𝑑𝑥2 = 𝑀/𝐸𝐼⁄  شرایط مرزی و پیوستگی محاسبه کرد.از  با استفاده توانمجهولات را میدو ثابت انتگرال و  
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های واکنش (aتیر تحت بارگذاری نشان داده شده در شکل )در  :4مثال

 گاهی را تعیین کنید.تکیه
 

 

شود، تیر یک مشاهده می (bشکل ) رطور که از نمودار جسم آزاد تیهمان حل:

صورت ان بهتومی (،cمطابق شکل ) ،xلنگر را بر حسب  تابعدرجه نامعینی دارد. 

 زیر نوشت:

 

 گیری، داریم:لنگر خمشی و دو بار انتگرالنوشتن معادلۀ دیفرانسیل با 

 

 

 

 

} : با استفاده از شرایط مرزی 𝐶2و  𝐴𝑦، 𝐶1مجهول سه 
𝑥 = 0
𝑣 = 0

}و  
𝑥 = 𝐿
𝑣 = 0

}و  
𝑥 = 0

𝑑𝑣/𝑑𝑥 = 0
 شوند.محاسبه می 

 

 

 

 از آنجا:و 

 

 

 ه از معادلات تعادل محاسبه کرد.توان با استفادرا می Bگاهی در های تکیه، واکنش𝐴𝑦گاهی از محاسبۀ واکنش تکیهپس 

𝐵𝑥 = 𝐵𝑦      ؛    0 =
2𝑤0𝐿

5
𝑀𝐵    ؛       =

𝑤0𝐿
2

15
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 تمرین:

در طول  EI) گاهی تیر مطابق شکل زیر را تعیین کنیدهای تکیهواکنش (3

 ثابت است(.تیر 

 

 

 

 EI) گاهی تیر مطابق شکل زیر را تعیین کنیدهای تکیهاکنشو (9

 ثابت است(.در طول تیر 

 

 

 

 EI) گاهی تیر مطابق شکل زیر را تعیین کنیدهای تکیهاکنشو (5

 ثابت است(.در طول تیر 
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  Method of Superposition   نهی()برهم جمع آثارروش 

ارهای تحت اثر ب ورا که معین و پایدار است، مشخص « تیر اصلی» ،از تیرگاهی های زائد تکیهواکنش با حذف ابتدااین روش، در 

در آن  او تغییر شکل تیر ر دهیمتیر اصلی قرار می روی را بر های اضافیی مربوط به واکنشهانیروسپس  کنیم.میآنالیز  وارده،

دست های مجهول بهدو اثر، و با استفاده از شرایط سازگاری، واکنش ترکیب اینکنیم. از محاسبه می نقطه، بر حسب این نیروها

( aروشن شدن این مفاهیم، تیر نشان داده شده در شکل )آیند. برای می

صورت تیر اصلی بهرا زاید فرض کنیم،  𝐵𝑦اگر واکنش  را در نظر بگیرید.

روی آن عمل  𝐵𝑦تیری که واکنش زاید و ( bنشان داده شده در شکل )

غلطکی باید  گاهدر محل تکیهچون  خواهد بود.( cمطابق شکل ) کند،می

 Bگاه معادلۀ سازگاری در تکیه جایی قائم تیر صفر باشد، بنابراینجابه

 : عبارت است از

 

𝑣𝐵و  𝑣𝐵های جاییجابه 
 هایی که در قسمت توان با استفاده از روشرا می

توانیم از جدول کرد. همچنین می محاسبه، قبل مورد بحث قرار گرفت

روابط بین بار و تغییرمکان این  صفحۀ بعد این مقادیر را تعیین کنیم.

 :تند ازعبار

 

 

 سازگاری خواهیم داشت:جایگذاری در معادلۀ با 

 

 

 

 عبارتند از:نتایج  دست آورد.به معادلات تعادلتوان با نوشتن را می Aگاه ، سه واکنش تکیه𝐵𝑦 معلوم شدنبا 
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ید اختیاری است، اما انتخاب واکنش زاطور که پیش از این نیز بیان شد، همان

(، لنگر aدر تیر مطابق شکل ) عنوان مثال،بهپایدار باشد. « تیر اصلی»باید 

اگر شیب منحنی ارتجاعی  زاید فرض کرد. توان واکنشرا نیز می 𝑀𝐴خمشی 

را با   𝑀𝐴و شیب حاصل از لنگر 𝜃𝐴را با  Aگاه در تکیه Pحاصل از اعمال بار 

𝜃𝐴
  نشان دهیم، معادلۀ سازگاری برای شیب درA کند: ایجاب می 

 استفاده از جدول صفحۀ قبل داریم:با 

 

 

 بنابراین:

 

 

 

 

، در خلاف جهت فرض Aدهد که جهت لنگر در ، نشان میعلامت منفیدست آمده بود. ای است که قبلاً نیز بههمان نتیجهاین 

 شده است.

 دست آورید؛ سپسرا در تیر مطابق شکل زیر به Bگاه واکنش تکیه: 5مثال

 نمودارهای نیروی برشی و لنگر خمشی تیر را ترسیم کنید.

شود که تیر یک درجه نامعین گاهی، معلوم میبا توجه به شرایط تکیه :حل

کارگیری اصل جمع آثار، معادلۀ و به ،𝐵𝑦گاهی با حذف واکنش تکیه است.

 عبارت است از:  Bدر  سازگاری

 ول، خواهیم داشت: استفاده از جدبا 

 دهد:( و حل آن، نتیجه می1گذاری در معادلۀ )جای

 

 

توان می، (d)شکل  روابط تعادل در نمودار جسم آزاد نوشتنبا  درنتیجه،

 سیم کرد.را تر تیر نمودارهای نیروی برشی و لنگر خمشی
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 تمرین:

در طول  EI) را تعیین کنید Bو  A یاهگاهها در تکیهواکنش (3

 ثابت است(.تیر 

 

 

 EI) تعیین کنید Bغلطکی و  A گیردار گاهدر تکیه را هاواکنش (1

 ثابت است(.در طول تیر 

 

 

 

 

 

 مراجع
1) R. C. Hibbeler, Mechanics of materials, Tenth edition, 2017. 

2) Ferdinand P. Beer, E. Russell Johnston, Jr, Mechanics of materials, Seventh edition, 2015. 

3) Andrew Pytel, Jaan Kiusalaas, Mechanics of materials, Second edition, 2012. 

4) Roy R. Craig, Jr, Mechanics of materials, Third edition, 2011. 

5) James M. Gere, Mechanics of materials,Sixth edition, 2004 

6) Popov, E. P. (Egor Paull), Engineering mechanics of solids, 1990. 

7) Victor Dias da Silva, Mechanics and Strength of Materials, 2006. 

 .1331 ،ومت مصالح، چاپ چهارمفرشاد، مکانیک مهندسی، جلد سوم، مقامهدی  (1

 .1315چاپ هفتم، ، مقاومت مصالح، الله عادلیحجت  (4

  

  


